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Es wird im Folgenden eine Darstellung der Näherungs- 
Eerthe von Kettenbrüchen vermittelst Determinanten gegeben, 
e Eneiche, wenn auch schon mehrfach angedeutet, doch wohl hier 
ER zuerst in systematischer Form erscheint. Insbesondre 'ward 
= Gewicht gelegt auf die kritische Darstellung der mannigfaltigen 
@ älteren und neueren Versuche, die independente Darstellung 
* “der Näherungswerthe zu ermöglichen. Denn die Geschichte der 
hematik wird am meisten gefördert durch eine derartige 
gesonderte Bearbeitung einzelner Partien der Wissenschaft; die 
geschichtlichen Arbeiten von Todhunter über die Wahrschein- 
lichkeits-, von Giessel über die Variationsrechnung, von M. 
Cantor und Friedlein über die Zahlzeichen, von Cherbu- 
 liez über gewisse Theile der mathematischen Physik, legen 
_ hiefür beredtes Zeugniss ab. Gehört das vorliegende Problem 
auch durchaus nicht zu den wichtigsten, so ist seine genaue 
historische Bearbeitung doch besonders deshalb von Interesse, 
E weil sich Gelegenheit bietet, die immerhin merkwürdige com- 
_ binatorische Analysis in den Bereich der Betrachtung zu ziehen. 
er Die wahre Fruchtbarkeit dieser neuen Darstellungsweise 
_ wird sich besonders im 3. Kapitel erweisen, indem hier theils 


ee, . 23, ,.99,9368 


Darstellung der Näherungswerthe von Ketten- 
hrüchen in independenter Form. 


Kapitel]. 


Vergleichende Uebersicht der bisher zu diesem 
Zwecke angewandten Methoden. 


1. Regeln zur bequemen Darstellung und Berechnung der 
Näherungswerthe eines Kettenbruchs gab zuerst der deutsche Mathe- 
matiker Daniel Schwenter, Professor zu Altdorf im ersten Viertel 
des 17. Jahrhunderts, und zwar sind diese Regeln im Wesentlichen 
ganz die noch jetzt von uns gebrauchten. Nachdem Schwenter 
bei der Aufgabe !): „Einen grossen Bruch, so nicht aufgehebt wer- 
den mag arithmetice, doch mechanice mit kleinern Zahlen auf allerley 
Art auszusprechen“ zuerst die Verwandlung eines gemeinen Bruchs, 


nämlich des Bruchs LA! 





in einen Kettenbruch, sodann die Anfer- 


& 


tigung folgenden Tableaus gelehrt hat, fährt er folgendermassen 





| n 
233 1 0 


Ei 
| 
1771 0 





56 3 
96 
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12 

0,0 











fort: „Ferner spricht man, einmal nulla ist nulla, eins dazu ist eins, 


diss schreibt man unter eins nulla, gegen der rechten Hand. Dar- 
Günther, Darstellung der Näherungswerthe. 1 


2 


nach sagt man, einmal eins ist eins, nulla dazu ist eins, diss schreibt 
man unter das vorige eins. Item 3 mal eins ist 3, eins so drüber 
-stehet dazu ist 4, diss schreibt man unter die zwey eins, hernach 
6 mal 4 ist 24, und eins, so darüber stehet, dazu ist 25, die unter- 
“ schreibt man auch: Also 4 mal 25 ist 100, und 4 dazu, ist 104, 
und 2 mal 104 ist 208, dazu 25, seynd 233. 

Letzlich macht man auch die mittlere Ordnung, als: Einmal 
Nulla ist nichts, eins dazu ist eins, 3 mal eins ist 3, Nulla dazu 
ist 3, und 6 mal 3 ist 18, eins dazu ist 19, und 4 mal 19 ist 76, 
und 3 dazu ist 79, und 2 mal 79 ist 158, und 19 dazu, ist 177, 
stehet also: | 





| | 1 
R: 233] | 0 
17711 0 1 
5613 1 1 
96 3 4 
24 19 25 
12 79 104 
| — 
0.0 177 233 
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Nun sihet man hieraus, dass erstlich zu unterst der Bruch gantz 
vollkommen herauskommt, nun möchte ein Mechanicus den andern 


79 
darüber brauchen als 104 wäre aber dieser noch zu gross, könte er 


9 ; : - 
m oder den vierdten n doch ist hierbey 
zu wissen, je weiter man von dem untersten hinaufsteiget, je mehr 


79 177 


es fehlet. Zum Exempel 104’ seyend näher bey 939° als STR und 


den dritten nehmen, als 


ni näher, als = und so fortan, welches eine sehr nutzliche Regul in 


dem Landmessen.“ Man sieht, dass hier das recurrente Gesetz des 
Fortschreitens der Zähler und Nenner eines Näherungsbruches voll- 


b 1 
ständig richtig angegeben ist; selbst die Vorsetzung des Bruches Oo 


findet sich bereits. 
Auch Wallis?) und Huygens°) beschäftigen sich mit der 
estimmung der Näherungswerthe. Insbesondere ist die Darstellungs- 








3 


weise des erstren wichtig, weil er zuerst die Buchstabenbezeichnung 
anwandte und den Satz 


Pn __ @n Pn-1 + bn Pn—2 
Un Fran Pn-1 + bn (4n—2 
Pn Pa—ı Pn—2 
Re ee 


Gn ’ Gn-ı Gn-2 
Näherungsbruch des allgemeinen Kettenbruchs verstanden. An die 


bewies, unter resp. den nten, (n—1)tenund (n—2)ten 


Auffindung eines independenten Gesetzes konnte damals noch nicht 
gedacht werden. 

1) Schwenter, Deliciae Physico-Mathematicae oder Mathemat. und 
Philosophische Erquickstunden, Nürnberg 1636. 8. 111. 

2) Wallis, Arithmetica Infinitorum, sive Nova Methodus Inquirendi in 
Curvilineorum Quadraturam, aliaque difficiliora Matheseos Problemata, Oxonii 
1656. 8. 191. 

3) Huygens, Descriptio Automati Planetarii; Opuscula Postuma, 
Hagae-Comitum 1698. 8. 458. 


2, Die Lehre von den Kettenbrüchen verdankt bekanntlich 
Euler fast Alles, was ihr im Laufe des 18. Jahrhunderts an Be- 
reicherungen zu Theil wurde; insbesondere jedoch bildete den Gegen- 
stand seiner Bemühungen die Ueberführung unendlich fortlaufender 
Kettenbrüche in andre „unendliche Ausdrücke,“ Produkte und Reihen. 
Hiebei musste es nun von höchster Wichtigkeit sein, ein allgemeines 
Gesetz zu kennen, welches die Bildung jedes beliebigen Näherungs- 
bruches gestattete ohne die oft mühsame Berechnung aller vorher- 
gehenden. Ä 
In der That scheint sich Euler vielfach mit diesem Gegen- 
stande beschäftigt zu haben, ohne ein günstiges Resultat zu erzielen 
so dass er sich zu dem Ausspruche veranlasst sah, dass „das Gesetz,, 
nach welchem der Zähler und Nenner in diesen auf die gewöhnliche 
Art ausgedruckten Brüchen aus den Buchstaben a, b, c, d, ete. 
formirt werden, nicht leicht zu erkennen ist %).“ An dieser Stelle 
wird nur die recurrente Berechnung der Näherungswerthe gelehrt, 


und zwar mit Zuhülfenahme des Bruches En 


Da die gewöhnlichen Bezeichnungsweisen zur Herstellung des 


gesuchten independenten Gesetzes nicht genügten, so schuf Euler 


sich einen eignen Algorithmus und stellte Regeln auf, um mit die- 


sen Symbolen ganz wie mit andren algebraischen Zeichen rechnen 


1* 


und den Zähler 





£ 
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zu können. Auffallend muss es erscheinen, dass Euler bei se 
_ vielfachen Versuchen die von Cramer und andren schon mehrfach 


und hieraus 


WERE e% .” LER R De a a. € 2 E 
5 g n Et E nz = 4 Ar x 





angewandten Determinanten nicht zu seinem Zwecke benützte; son- „ 
dern sich mit seinen im Ganzen doch ziemlich unvollkommenen com- E* 
binatorischen Symbolen behalf °). 
Euler geht von dem Kettenbruche 
1 
a + — 1 % 
a 1 Se 
DSF I | ee v N 
aus, und setzt den Nenner des vierten Näherungswerthes | Be: 
bd+d+b=(b, cd) 


abed +ed+tad+tabt1—= (a, b, co, d) . 
Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar folgende Be 
lationen:: 
(a,b) = a) FI ey ET 
(a, b, ce) = e (a, b)-+ (a) 
(a,b; 6, d).—=.d (8, ib, 2)eF le, in) 

(a, b,.0,.d,.e) Ze la; 'b, 0.0) F lb, 
und allgemein EN 
a b,;@... : 9.9, =.rda,.b,.095 polen De ge 

Auf einfache Weise gelangt man zu dem höchst wichtigen 
Satze, dass Le 


1 
n 1 en en 1 
a Kr 1 AR: er. 
ee D b ce 
Bee Nenner ergeben; es nämlich x 
br) tben 
(9,%b,80) 2 TR, Aorsa 
(a, b, & d) = (d, c, b, a) 
(sub. 20.0d; 2 re, Bi. b, ” 


_ matus obtinetur.“ ; 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar 


(a, b, ce, d, ete.) = afb, e,.d, etc.) + Br. d, Er 


5 
(a, b, C, d, e) — 1 
Br — 0 1 
(b, c, d, e) BACH wi 7 1 


Auch der Werth eines unendlichen Kettenbruches kann in der- 
selben Weise als Quotient zweier unendlichen Symbole ausgedrückt 
werden. 

Zunächst wird nun mit Hülfe des Algorithmus der Nachweis 
geführt, dass jeder folgende Näherungsbruch sich dem wahren Werthe 
immer mehr und mehr nähert, und hiezu ist es nöthig, den Satz zu 
beweisen 

P@®-pu=mHl 

wenn p;, pa die Zähler, q;, q» die Nenner zweier aufeinanderfolgen- 
den Näherungsbrüche sind. Der Gang des Beweises ist im wesent- 
lichen folgender: 

eng tb.c... Dig, r)— (b;.6......p,.4).(a, b,C2..P,4,r 
= (asb.er..p,gq ren Blick (aber gl. the. 
— u C. ach Ber pagaeib.ea2. np a)i(an beeraern) 
= — cn) Ku eetbe 0 sapl,lacbichs engl] 

Nun ist offenbar der hier in Klammern stehende Ausdruck die 
Differenz, welche der von uns berechneten vorhergeht, wenn man die 
sämmtlichen Differenzen, entsprechend der obigen, bildet; somit sind 
diese sämmtlichen Differenzen, mit abwechselndem Vorzeichen, gleich. 
Nun ist 

@)b))-iIßG,bb=-—1 
somit allgemein | 
Beer. m)(b,o.d.,.m,n)—(b, c,d...m)(a,b;g;d...m,n). 1 

Die aufeinanderfolgenden Differenzen zweier Näherungsbrüche 

lassen sich hiernach folgendermassen darstellen 


(a) a 











1 (HERE (GO) 
(a, b) (a DE ER rc 
ED ER (br ci abi (Bikc) 
(a, b, c) (& b, oc, d) — 1 
Bro .ch, 5: ) (be) (b, c, d) 
(a, b, c, d) (are, eo) +1 











(b,.0,.d) e Bd 76646, c,d,e 


und hieraus ergiebt sich durch einfache Addition ein Mittel, ‚jeden 
Kettenbruch in eine Reihe zu verwandeln; es ist nämlich 


welche siümmtlich als spezielle Fälle des folgenden Hauptsatzes er- 





_ yinculum, quod est: completum, et omnes indices continet, abseindan- = E 



















en, 1 Be 
(b,o.d,e..) Ib IH 0) + bb 
b&b0od) b,od,e) Be: 
+... 3 
oder auch 
(a, b, c, er.) 0 d | 1. 
Kr 0 21, 18:20) nr pVES (b) (b, c,.d) ICH, c,d) (b,ad,e,t B 


» .(b,:6 4,8 UHre IR.) 


neuen Algorithmus durchgeführt, ohne dass derselbe jedoch in Pe, IRRE 
anderen Rolle, als in der einer bequemeren Bezeichnungsweise auf- PX, 
tritt; Euler bemerkt diess selbst, indem er sagt. „Sed missis his ee 
quae ad series spectant, quoniam ea jam fusius sum persecutus, per- E 
pendamus ea, quae ad singularem harum quantitatum algorithmum N 
pertinent“ ®). 3 E 
Die nun folgenden Sätze werden mit Hülfe der syrnborr 
Bezeichnungsweise allerdings leichter gewonnen, als auf dem gewöhn- Ir 
lichen Wege. Durch Induktion gelangt man zu folgender Gruppe 
von Relationen: ER © 
Bere labT y,Z Ec v2) (a,b... YA 
(a,b... — (be...y2) — (a,b...y,2) (b, er. y) zer 
(825,6 .:.Y),—Te,d. ..%z) =B; bh. Yrz) He, Dre eo 
(a,b, e,d...y) — (d,e...y2— (&,b..y,)(de..JJ=+ (a,b) 


scheinen: 2 
Bee m,n 2. PP)... P,g, Terz) Fels, mn. Ddhr..2 - 
; Ci yet re ee Sy A | 

Es folgt hierauf noch eine Anweisung, derartige Formeln it 
beliebiger Anzahl herzustellen ‘): „Hujusmodi autem formulae, quot 
lubuerit, facile sequenti modo exhiberi possunt; sumatur tertium 
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tur ab initio superne ii indices, qui primum vinculum constituant, 
tum inferne a fine ii, qui vinculum secundum constituant; ita tamen, 
ut in duobus primis vinculis omnes indices occurrant. Tum qui locis 
abseissis utrinque sunt vieini puncto notentur, indeque facile hujus- 
modi formulae exhibentur:“ 

la, b, Ic, de, f| giebt 


(a, b, C, d) (e, d, 6, f) Fr (2, b, c, d, e, f) (c, d) = — (a) (f) 
la, b, c, ld, GERT | giebt 
(a, b, c) (d, e, f) Fr (a, b, c, d, e, f) ie — (a, b) (e, f) 


la, b, e, [4] e, f| giebt 
(a, b, c, d) (4, e, f) er (a, b, c, ar e, f) (d) =— rs (a, b) (f). 
Zum Schlusse der Abhandlung wird noch eine Anwendung die- 


ser Sätze auf die Bestimmung der Differenzen zweier beliebiger 
Näherungswerthe gemacht. Legt man wieder einen Kettenbruch 


























1 
a + — 1 
BB a | 
EPs ce+ ak Ez 1 
REN | 
zu Grunde, so erhält man, wenn A, B,C.,. die aufeinanderfol- 
genden Näherungsbrüche sind, 
1 (d, e) 
A— B=-- B—-Ez= ER 
1b) KURT 
(c) | (d, e, f) 
EIN ee ERBEN Hi=% — 5% ‚d 
ib, erben 
ee (ce, d) 1 
nn ire.e) a a (bc OR 
(e, d, e) (e) 
A—E=-— —— — E=— 
Ib, 6, d, ©) Sr. 10,30) Ana 
1 (e, f) 
B—-(=-+ C—F=-— - . = 
| SEES Oboe 
Ben, __@ 0-6= (6 & 9) 


(b) (b, c, d) 7 (b,e)(b,0,d,e,f,g) 


„Quoniam igitur in doctrina de fraetionibus continuis, euius 
jam aliquot specimina edidi, hujus generis numeri per indices for- 
mati totum negotium conficiunt: algorithmi eorum species, quam hie 


exposui, nec non insignes comparationes inventae, non exiguum prae- 








ein einzigesmal bei Auflösung eines Problems der anestimmtern] 






















hnot usum in hoc argumento uberius excolendo, ‚unde has : 
adversiones usu non carituras esse confido“ 8), 34 


Diese hier ausgesprochene Hoffnung Euler’s gieng nicht in : 
Erfüllung, Euler selbst bediente sich seines Algorithmus nur noch 


Analytik ®), obwohl er sich später noch vielfach mit den Ketten- 
Be Eck Die Bleichzeiligen Mathematiker scheinen ih 


den Umstand, dass Euler nicht den allgemeinen Kettenbruch 


Set 
str er 
Dee 
% ee 
als Ausgangspunkt genommen habe. Mit Recht a indede 
burg"): „Man kann sich mehrere solche besondere Algorithmen 


und daraus abgeleitete Formeln für andere Aufgaben, wo es Schwie- = 


Umschweife darzustellen, gedenken. Wollte man aber u a 
gleichen ausarbeiten, so würden sie immer als isolirte, nicht aus 
einer gemeinschaftlichen Quelle fliessende Formeln und Vorschriften, ei 
dem Gedächtnisse zur Last fallen, und doch insgesamt als einzelne Ba 
kleine Bäche in den Strömen eines weit ausgebreiteten Calculs Bio Er 2 
verlieren, die sich sämmtlich in den unermesslichen Ocean combina- € | 


torischer es ek 


Imp. Dophlitanse, Tom. IX, 1764. 8. 53. 
6) Ibid. S. 64. 
7) Ibid. 8. 67. 
8) Ibid. S. 69. 
9) L. Euler, De usu novi Algorithmi, Novi Commentarii Acad. Seient.. 
Imp. Petropolitanae, Tom. XI, 1766. 8. 28. ’ 27 Da 
10) D. Bernoulli, De fractionibus continuis, ibid. Tom. XX, 177 5. 
S. 41. 
11) Hindenburg, Mehrere grosse Mathematiker sind der Krindung 
der combinatorischen Involutionen ganz nahe gewesen, Archiv der reinen und. 


angewandten Mathematik, Leipzig 1795. 1. Bd. S. 336. f 2 
Anmerkung. Eine eigenthümliche Anwendung hat dieser Buler sche 
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Algorithmus in neuerer Zeit bei Lejeune-Dirichlet1!2) gefunden, 
welcher vermittelst desselben einige auf Kettenbrüche bezügliche Sätze 
beweist. 
12) Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausge- 
geben von Dedekind, Braunschweig 1863. 8. 49. 


f 3. In Euler’s „Algorithmus“ war bereits unzweideutig aus- 
gesprochen, dass nur die Combinatorik den Schlüssel zur Auffindung 
eines independenten Gesetzes gewähren könne, und in der That sind 
alle Versuche, welche gleichzeitige und spätere Mathematiker zu die- 
sem Zwecke machten, auf combinatorische Regeln gegründet. Nach 
Hindenburg’s Bemerkung hat Frisi '?) eine derartige combina- 
torische Involution gefunden. 

Auch Lambert, welcher zuerst die Lehre von den Ketten- 
brüchen zusammenstellte, beschäftigte sich viel mit diesem Gegen- 
stande. Er geht von dem Bruche 

De Not 
rt 4 BR 
dar 
aus !*) und stellt zunächst, ähnlich wie Schwenter (s. o. 1.) die ' 
Zähler und Nenner der aufeinanderfolgenden Näherungswerthe in 
einer Tabelle zusammen. | 








B 11 co D 
a |0 1 | 
peSitT a | 
e ıb ab +1 

el abe ce +a 





Seine Regel zur recurrenten Berechnung der Näherungswerthe 
stimmt natürlich ganz mit derjenigen REuler’s überein. Nach Hin- 
denburg’s Ansicht !°) hätte es nur der Erweiterung obigen Schemas 
auf einige weitere Glieder bedurft, um deutlich eine combinatorische 
Involution hervortreten zu sehen. Geht man von dem allgemeinen 
Kettenbruche 

A 


A rt 


aus, so nimmt jenes Tableau folgende Gestalt an: 


























sr. ‘ u 
10 . 
Bi 610 
—!A 1 
as +0 =() a 
ab} & 
Zr)? +48 ab 
6 |YAa\rbe 
ale FRE +8 ur |, HA 
€ 
Stolalea Ka] er 
Tbcae I bede | 
yde cde yde cde 
2) boe #1] ö v a Mbde +5 3 
bee EN of 
| LE 5 Be. 





Auch aus N Schema leitet N: (a.:8. OÖ. 8. 2 
eine in combinatorischen Zeichen ausgedrückte, allerdings aber durch- 
_ aus nicht eigentlich independente Formel ab. ei Rn 

Ernstlicher als Lambert bemühte sich Daniel Bernoulli 
(a. a. O. 8. 24 etc.) mit Auffindung eines independenten Gesetzes. » . 
Wie sich schon aus der oben angeführten Aeusserung über ee 
Verfahren erwarten lässt, legt er den allgemeinen Kettenbruch zu | 
Grunde. Jedoch scheint auch er an der Möglichkeit eines im eigent- 
lichen Sinne independenten Gesetzes verzweifelt zu haben, denn er be- 
schäftigt sich lediglich mit der Vervollkommung und Vereinfachung der 
zur Darstellung der Näherungswerthe bisher angewandten Methoden. 


32 


Sind = und ” zwei auf einander folgende Näherungswerthe, Be: | 


Ir j 
Ar 


erhält man den hierauf folgenden z wenn man den Kettenbruch 


bei dem „Index“ = abbricht, so ist 
| ern Po + Mf 
BEIHILFEN . 
Bernoulli betrachtet es nun als eine wesentliche Porter / 
rung („praestantissimum compendium*) des gewöhnlichen Verfahrens, 
dass man nunmehr blos die zusammengehörigen Glieder aus. 


11 


heiden vorhergehenden Werthen abzuschreiben und ihnen die Buch- 


staben f und 9 beizufügen braucht. 


Hindenburg (a. a. O. S. 333) sucht auch hier wiederum 
nachzuweisen, dass ein „blosser Zufall, ein schmales Blatt Papier, 
das die Complexionen nicht neben einander fassen konnte, hätte ver- 
anlassen können, die Complexionen, auch nur eines einzigen Werthes, 
z. B. des 5ten, in ihrer Ordnung nicht neben, sondern unter einan- 
der zu schreiben: so hätten sich ihm, da die einzelnen Complexionen 


bereits gut geordnet waren, die Involutionen 





























für Zähler und für Nenner 
Free LINSE 
a c|d|e a IR 
a ß die ao. dere 
Beh yi 6 a 
rt 6 de 
Da wa 7 wi :iy-..0% 
ER ERS 
eg ee 

TESSEW, 


des 5ten und aller vorhergehenden, und so auch das Fortgangsgesetz 


für die folgenden Werthe auf einmal vor Augen gestellt, und er 


_ würde sie, und ihre Wichtigkeit, auch ohne eingeschriebene Winkel, 


wohl nieht übersehen und verkannt haben.“ 


13) Pauli Frisii opera, Mediolani 1782. Tom. I. S. 38. 

14) Hindenburg, a. a. O. 8. 322. 

15) Lambert, Beiträge zum Gebrauche der Mathematik und deren 
Anwendung, Berlin 1765—1772. 2. Theil. 1. Abschnitt. IIL. Abtheilung. 


4, Wir kommen nunmehr zu der Periode der eigentlich so 
genannten combinatorischen Analysis. Alle bisher angeführten Ma- 
thematiker hatten sich bereits combinatorischer Symbole und Dar- 
stellungsweisen bedient; da jedoch die für dieselben gültigen Gesetze 
eine systematische Bearbeitung noch nicht erfahren hatten, so konnten 


auch die bezüglichen Bemühungen keinen besondren Erfolg haben. 
Dagegen war es einer der ersten Gedanken Hindenburg'’s, die 


Kraft seiner neuen Analysis an dem bisher so unzugänglichen 


Probleme zu prüfen, und in der That gelang es ihm bald, Resultate 
zu veröffentlichen !6). Später hat er die Lehre von den Näherungs- 


werthen in einer grösseren Abhandlung bearbeitet, 
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Eine „combinatorische Involution®* ist im Sinne Hinden- 


burg’s !‘) ein Verfahren, vermittelst dessen „für jede ausser der 


Ordnung geforderte Glieder, Coöfficienten oder Werthe, die Anord- 


nung aus gegebenen Grössen, durch Ziffern oder andre Zeichen zu 


Complexionen, so getroffen wird, dass in dem Ausdrucke dafür nichts 


Ueberflüssiges enthalten ist, was zu dem geforderten Gliede nicht 


gehört, zugleich aber alle vorhergehende Glieder, wie sie, in und 


neben einander liegend, die folgenden bestimmen, auf’s klärste und 
deutlichste mit vor Augen liegen.“ Ein Winkelhaken trennt je zwei 
aufeinanderfolgende Glieder. | 

Dem Charakter der stets mit Symbolen operirenden Hinden- 
burg’schen Analysis gemäss wird der allgemeine Kettenbruch in der 
Form 


2 du ERSAE 
eingeführt, wo die Zahlen nichts andres, als die in der neueren ma- 
thematischen Bezeichnungsweise üblichen Indices sind. Es wird diess 
durch folgendes Schema angedeutet: 


12, OR Te 

ser dh, bh, N 
Die „Ordnungszahlen* 1, 2,3... sind in der damaligen 
Ausdrucksweise „Lokalzeichen von der einfachsten Art“, indem man 


unter Lokalzeichen damals überhaupt die Darstellung irgend eines 
Ausdrucks aus einer Reihe beliebiger gesetzmässig fortlaufender Aus- 


drücke vermittelst eines Symboles verstand, dem zum Nachweis der “ 
Stelle, welchen der betreffende Ausdruck in jener Reihe einnahm, 


eine Ziffer beigeschrieben war. 

Um zunächst das recurrente Gesetz bequemer auszudrücken, 
seien die Zähler der Näherungswerthe mit den grossen Buchstaben 
des deutschen, die Nenner mit den grossen Buchstaben des lateini- 
schen Alphabets bezeichnet, ee ist dann ” 





—1 —) 
rd Een N2n + NR (2n—1) 
Wigi2E 1 :—2 
N2n + N 2n—1) 
wo — 1 und — 2 keine wirklichen, sondern sogenannte, „Distanz- 


exponenten“ bedeuten. Nunmehr ist bereits folgende Aufgabe gelöst 


worden (a. a. OÖ. 8, 31): „Zwo Glieder P, Q, oder ihre Werthe Be 
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PX, B seyen als Anfangsglieder (oder überhaupt als zwey unmittelbar 
“ auf einander folgende Glieder) einer Reihe gegeben. Die Summe 
der Produkte, des zweyten Werthes ® in einen Faktor e und des 


ersten A in c, sollen den folgenden Werth €, und die Summe zwoer 
ähnlichen Produkte, des neugefundenen Werthes & in d, und des 
zweiten ® in d, den nächstfolgenden Werth D, und das fortgesetzte 
ähnliche Verfahren, den weiter folgenden Werth & u. s. w. alle 
übrige Werthe. Man soll den Erfolg dieses Verfahrens in einer 
combinatorischen Involution (1) in Buchstaben und Ziffern, nach 


dem Zeiger 
56T 89. re 
aD. br Dede 
angeben.“ Hieraus ergiebt sich im obigen Falle 
AD AB 
gt 246.8. 10 2. | 4 482 ld 
2. 32583: 10 EN Gr) 
1. 4. 7. 10/4. 8. W. 2.5: 8:10 
eG 9 ZA LE 
5. 9 EITEDN, 
u. 8. w. 2 re 0529 
DA.0,.119 
PER. 
u. 8. w. 


Erstrer Ausdruck giebt den Zähler, letztrer den Nenner. 
Betrachtet man die hier vorliegende Lösung unsres Problems, 


so ist erstens ersichtlich, dass die Benützung der Lokalzeichen auch 


nicht den geringsten Vortheil bringt; dass vielmehr die bei jeder 
wirklichen, nicht blos fingirten Berechnung unumgänglich nothwen- 
dige Umsetzung derselben in Buchstaben-, resp. Zahlenausdrücke eine 
völlig zwecklose Umständlichkeit im Gefolge hat. Aber auch ausser- 
dem ist die Bildung der Involutionen nichts weniger als durchsichtig, 


_ und die von Hindenburg oben angeführte Aeusserung über Eu- 


ler’s Verfahren dürfte wohl auch für das seinige gelten. 

Eine zweite Auflösung Hindenburg's trifft im Wesentlichen 
mit der vorigen zusammen, nur dass lediglich die Zähler indepen- 
dent hergestellt, die Nenner hingegen aus diesen abgeleitet werden. 


„Man mache,“ heisst es 1%) „die Involution y für den Zähler, wie 


in VIII); aus dieser leite man die Involution d für den Nenner her, 


- indem man (wie in II) überall in den Complexionen, 


TEEN SEE 


und 5-1 müssen entwickelt werden. Das giebt also den nten Werth 


- + Fr w. er 

. - = Dee 

- ET, e) r 
ne ar) 

EN at 
14 Z N 
u - } m» ni 
Rn 5 er. 
ne “ 


wo im Zähler steht und Are 

für den Nenner setzt: 2.4+3),„ 2.5 
alle übrige Faktoren aber der Complexionen des Zählers y, Be; un, 
den Nenner Ö unverändert beibehält.“ Offenbar steht diese Methode 
selbst der vorigen bedeutend nach. Bun: 



















Noch geringren Anspruch auf wirkliche Independenz kann fol- 
gendes Verfahren machen. Da die Complexionen des Zählers stets 
mit 1. 4, die des Nenners mit 1.5 ee; so drückt man jene 
zusammen durch 1.4 ©, diese durch 1.5 N aus, und erhält : 
folgende „geschmeidige combinatorische Formel De; 

1, 28:4. 105 3 
(2.4 KR IRSI+ 272 


Immerhin scheint der Autor gefühlt zu haben, dass diese drei = | 





Zye 


Methoden durchaus noch keine genügende Lösung des gestellten 
Problems seien; er giebt deshalb noch eine „vierte allgemeinste Auf- 
lösung: A des Zählers und Nenners in Faktoren aller Art.“ ER 
Er geht hier wiederum von der schon früher angegebenen To 
aus, welche er in einer übersichtlicheren und anschaulicheren Weise 
darstellen lehrt. Behält man die früheren ne bei, so > = | 
der mte 6 M=1.4&6+1.5 3, und ebenso Mrz * 
S-1+1.5 >-1, „wo also die Complexionen bis auf 2m un 
em — 4 ® © und 3, und bis auf 2m — 2 und 2m — 3 für © 


des Bruchs nicht blos aus den beyden letzten (n — 1)ten und € 
(n — 2)ten, en allgemeiner vermittelst des mten und (m—1)teı nz, 
Werths, d. i.‘ 
1.4S+1.521.[1m4 218 
a 
( ee ) 
S 





zyn — 


Unter [#] S, [I] S. . . [2m] S versteht man jene Faktore 
der obigen Involution, aldha 4, 6, . 2m an der Spitze habe $ 
und abgesondert werden können. Selbstverständlich sind 4 £ 
dieser Formel vorkommende Zahlen. ausschliesslich Lokalzeichen. | 

Ganz abgesehen von der auch wieder ganz nutzlosen Arena 


der im wirklichen Verwendungsfalle doch unbrauchbaren Tokalzeichen 2 


Ber. 15 


weist dieses Verfahren zwei bedeutende Nachtheile auf. Einmal näm- 
lich ist dazu vorerst die Bildung jener combinatorischen Involution 
nöthig, sodann werden Zähler und Nenner nicht auf vollständig un- 
abhängige Weise gebildet, sondern der letztre aus dem erstren ab- 
geleitet — ein Verfahren, welches der Allgemeinheit bedeutenden 
Eintrag thut. 

Hindenburg wendet seine Methode auf die Darstellung des 
in Lokalzeichen ausgedrückten allgemeinen Kettenbruches 


rc Ei 
an. Geht man von der Formel 
eh A EN IBE 
2. 4£39)6+2.5323 
aus und bildet die Involution, so ergiebt sich 


ee 10042079 





IE EAN, 
also, wenn man mit den Symbolen wie mit Zahlen rechnet, 
© = 396 
Pi! 


und hieraus 
& ta 27.396 + 39 . 34 12018 ‚lir Ba ® 
43,396 7 52.84 —»18796 793987 0,6995915,.. 


In Lokalzeichen wäre sonach in der That die Aufgabe gelöst, 


A ee 





allein da die Mathematik so wenig mit Lokalzeichen, als mit combi- 
natorischen Zeichen andrer Art zu rechnen gewohnt ist, so wäre 
noch die Rückübersetzung dieser Symbole in die gewöhnlichen Aus- 
drücke der Buchstabenrechnung erforderlich. Da eine Anweisung 
hiezu nicht ertheilt wird, so kann man auch auf Hindenburg’s 
Methoden das Urtheil anwenden, welches er selbst (s. 0.) über Eu- 


ler’s Algorithmus gefällt hatte. 


Hindenburg stellte nicht nur selbst Untersuchungen über 
das Problem der Näherungswerthe an, sondern er veranlasste auch 
verschiedene seiner Schüler, diesem Gegenstande ihre Aufmerksamkeit 
zu widmen. Man glaubte damals bekanntlich in der combinatori- 
schen Analysis ein Universalmittel zur Hebung aller Schwierigkeiten 
gefunden zu haben ; es entstanden die Untersuchungen von Klügel 
und Pfaff über die Potenzirung des Polynoms, bezüglich Infiniti» 





16 
noms; die schon früher viel bearbeitete Aufgabe der Reihenumkeh- 
rung ward von Eschenbach und Rothe aufs Neue aufgenom- 


men !”) und auch die independente Darstellung der Näherungswerthe 


eines Kettenbruchs, zu welcher scheinbar Euler’s Analyse nicht 
ausgereicht hatte, wurde der Gegenstand der eifrigen Bemühungen 
dreier junger Mathematiker aus Hindenburg’s Schule. Der eine 
derselben, der später als Astronom bekannt gewordene Burck- 
hardt, hat sein Verfahren in einer eigenen Schrift ?0) bekannt ge- 
macht; die Gesammtresultate ihrer Forschungen sind niedergelegt in 
Hindenburg's oben citirter Abhandlung. 


Burckhardt’s Verfahren ist dem Grundgedanken nach ganz 
das seines Lehrers. Indem er von dem in Lokalzeichen geschriebe- 
nen allgemeinen Kettenbruch ausgeht, nimmt er zuerst alle geraden 
Zahlen von 4 bis 2n als „Haupt und einzige Complexion der ersten 
Classe“ an, setzt hierauf in dieser Complexion für 4 und 6 die zwi- 
schenfallende ungerade 5, statt 6 und 8 die zwischenfallende 7 und 
so weiter fort, mit Beibehaltung aller übrigen Zahlen, bis man 
schliesslich zwischen 2n — 2 und 2n die zwischenfallende 2n — 1 
substituirt hat. Ist also 

4,:6.:°8.. 10,2 2 f2n on 


die einzige Complexion der ersten Classe, so bilden die Complexionen 
zweiter Ulasse folgende Reihe: 


Bla. 2 Dar ana 
Se a Ei 
47,6% 9, 182.07 (&n 2) Jar 
4:46. 178-19 1.0 (and) Kan 


Aendert man jede der hier stehenden Complexionen ganz im 
der nämlichen Weise wie oben, indem man nur die Vertauschung 


mit dem unmittelbar auf die einzige ungerade Zahl der Complexion S a 
folgenden Terme beginnt, so erhält man die dritte Complexionsclasse, 


und so weiter fort jede beliebige Classe.. Man erhält so den Zähler 
in seinen verschiednen Lokalzeichen-Complexionen ausgedrückt. Sucht 
man des allgemeinen Kettenbruchs Sten Näherungsbruch, so verfährt 
man folgendermassen ?!): 
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12104.706:..#8.21,102°° 12:2 242. 167: GlasseiL, 














re apa uhr, 
ri a ai 
TAN ION esse IT 
a ee ee: 
ee 1.21 116 
ae 15 
tea. 0 TEE 
12 Eat 147.16 
TER ae 1 0:013, 16 
ee enga1o is 
De LA 10 
174° 7.1013 16 Jase-IN. 
ae 719 
SER BIRITL 16 
ae wor. 15 
Pa ll. 15 
1050098273. 716 
Deo Ten 
ee a es lasse IV. 
BRAIN. 11 215 
FEB 5. 9.: 13° Classe V. 


Der Nenner wird aus dem Zähler abgeleitet oder auf eine 
ganz ähnliche Weise unabhängig von diesem bestimmt. 

Die Methode Burekhardt’s, welche ganz gewissen andren 
combinatorischen Verrichtungen, z. B. dem Verfahren bei Darstellung 
der Combinationen zu bestimmten Summen im Discerptionsproblem, 
nachgebildet ist, hat unläugbare Vortheile vor denen Hinden- 
burg's, ist jedoch ebenfalls nicht independent. Wäre es möglich, 
irgend eine Complexionsclasse sofort anzuschreiben, ohne alle vorher- 
gehenden bilden zu müssen, so könnte man dasselbe wohl gewisser- 
'massen ein independentes nennen, obwohl selbst in diesem Falle die 
zur Darstellung der Näherungswerthe aufgestellte Regel kein Gesetz 
zu nennen wäre. 

Die Auflösungen Rothe’s ??) führen im Ganzen den nämlichen 
Weg; nur dass besonders seine „erste Auflösung: Gut geordnete, 
von einander unmittelbar abhängige Complexionen“ viel schleppen- 
der, als diejenige Burekhardt’s ist. Nur unbedeutend von der 
ersten verschieden ist die „zweite Auflösung: Umgekehrt gut ge- 
ordnete, von einander unmittelbar abhängige Complexionen.“ Schliess- 


lich folgt noch eine „dritte Auflösung: Zusammensetzung der ÜCom- 


Günther, Darstellung der Näherungswerthe. 2 





„ vertikaler Reihen.“ Es wird hier, im Anschluss an den Bruch 


sie folgende. 
















plexionen durch Schreiben der Lokalzeichen in die Tiefe, oder 1ach 


1 


0 + —. B) 
Tre 


folgende Tafel gebildet: 
































1 o1[2 3 
5: alt 5 
5 4216 7 
B 6[3| 8 9 
T ERSORTTIERET | 11 
11 10,8 12 13 
13 12/1314 15 
15 1421116 17 
14087 SToBarsg 19 
1%. : .18158120,% 21 
21 20/8922 23 





a 

„Jede Zahl in der Colonne ©, ist die Summe a vo n 
nächstvorhergehenden, und zeigt zugleich die a der Complexio- .. 
nen in den bestimmten Werthen der Brüche an.“ Geht man dann 
wieder von der ersten Complexion 10. 8. 6. 4. 2. 0 aus, um z.B. 
den 5ten Näherungswerth zu finden, so werden aus dieser die 
fangszahlen jeder Vertikalreihe des Zahlenschemas genommen, dessen 
Aufstellung jedes combinatorische Verfahren als Endziel erstrebt.. 
Die Columne © giebt an, wie oft jede Zahl in jeder einzelnen Ve: v- 
ticalreihe vorkommen darf, und unterstützt demnach die Berechnung i 
bedeutend; gleichwohl ist die ganze Methode kaum etwas anderes ® 
als ein allerdings sehr geregeltes Zusammensuchen. Tee 

Die beste und einfachste Methode ist entschieden die von. 
Töpfer 2), welche darauf ausgeht, eine möglichst direkte und un- 
abhängige Darstellung der Näherungswerthe zu ermöglichen ; da 
von den oft bis zum Uebermasse weitläufigen Schemabildungen v 
freier ist, als die tibrigen, so nennt sie Hindenbur g*) selbst „ 


am meisten abweichende Verfahren.“ In der Kürze dat 


Hat man den Kettenbruch 


0 
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Pre 
ie, 
er, 
so bildet für d er d suchten Werthes 5.0 
so bildet man für den \Nennerj des gesuchten Werthes aus den 
9] r ae 

Elementen Ir 9" F ni ; ’ Ba sämmtliche Unionen, Binionen, 


Ternionen etc. ohne Wiederholung, wobei die kleinste Differenz ir- 
send zweier Elemente höchstens 2 sein darf. Hat man dagegen den 
Kettenbruch 


1 
Ber 
HN 
N 
AR ungeradel ., gu. ARME s 
a bildet man, wenn n Be | ist, für den Zähler successive aus 
072, 4,.:.6. #2 no 
den Elementen 2, 3, 4,5 ...n alle et 3, 5 7 ER an tionen 


und nimmt aus diesen zur Bildung des Zählers sämmtliche Combi- 
nationen heraus, welche, von der Linken nach der Rechten gezählt, 
resp. in den geraden und ungeraden Stellen ungerade und gerade 
Zahlen stehen haben. Entsprechend ist die Bildung des Nenners, 


d 
nur dass hier alle G En % { ee "tionen gebildet werden müssen, 
a ungeradel . 

je nachdem n uenne ' st. 


Hat man endlich den ganz allgemeinen Kettenbruch 


so ergiebt sich folgende „Auflösung. Man mache die Complexionen 
für Zähler und Nenner, nach den Vorschriften in J und II, beyde 
für den gesuchten Werth n in III. Die so gefundenen Öomplexionen 
der beyderlei Zähler und so auch der Nenner, in der Ordnung und 
Lage, wie sie hier in I und II stehen, setzt man Glied für Glied, 
wie Faktoren neben einander: so erhält man dadurch den Zähler 
und Nenner des gesuchten nten Werthes für III.“ 

Ohne Zweifel ist diese Auffassung des Problems allen andren vorzu- 


ziehen, und es istnur zu wundern, dass ein verhältnissmässig so elegantes 


Er 
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Verfahren so wenig benützt wurde, während die so ungleich schwer- 25 
fälligere Darstellung vermittelst der Involutionen so sehr Eingang 


fand. Soll in irgend einem praktischen Fall ein Näherungs- 
werth wirklich gefunden werden, so wird das Töpfer’sche Verfahren 
von den hier diskutirten gewiss am brauchbarsten sein; von all den 
übrigen möchte das nämliche Bedenken gelten, welches Grunert 2) 
von der ebenfalls aus der combinatorischen Analysis hervorgegange- 
nen Lokalformel Rothe’s zur Reihenreversion folgendermassen aus- 
drückt: „ob diese ganz allgemeine Formel zur wirklichen Berech- 
nung öfters angewandt ist?“ Jedenfalls hat Hindenburg, so hohen 
Werth er auch auf seine und seiner Schüler Methoden legt, gefühlt, 
dass das gesteckte Ziel nicht vollständig erreicht sei; wenigstens 
scheint dieser Sinn in den folgenden Worten *%) zu liegen, worin er 
alles über seine „Vorschrift“ Gesagte recapitulirt: „Sie zeigt, wie 
man bey solchen Darstellungen zwar von vorhergehenden Werthen 
auf folgende, und in so fern dependent von jenen auf diese fortgeht; 
aber die ganz eigene Art von Zusammensetzung, nach welcher man 
vorhergehende, und folgende Werthe in und um einander schreibt, 
lehrt auch, dass diese Dependenz mit einer absoluten Independenz 
vollkommen gleichgültig sey, weil man hier für jeden verlangten 
Werth, blos das für ihn unumgänglich Nöthige thut und nichts 
schreibt, was nur etwa als Vorbereitung dienlich wäre, nicht aber 
selbst zu der Sache, die man sucht, gehörte. . 
In dieser Rücksicht (wie ich auch durchgängig gethan habe) 
kann man diese und andere ähnliche Darstellungen, als ganz inde- 


pendente betrachten und ansehen. Man kann nämlich für jeden 


ausser der Ordnung verlangten Werth, die Involution, ohne alle vor- 
gängige Vorbereitung, sogleich einleiten, und selbige auf einem, 
eben so leicht als geschwind zum Ziele führenden Wege vollenden.“ 
Ob die hier vorgetragnen Ansichten wahrhaft strenge Criterien für 
die Independenz eines analytischen Gesetzes an die Hand zu geben 
im Stande sind, dürfte zu bezweifeln sein. 


16) Hindenburg, Combinatorisches Verfahren, zu Bestimmung der 
Werthe der continuirlichen Brüche, Leipziger Magazin für Naturkunde und 
Mathematik, 1781. 8. 461; 1782, 8. 439. 


17) Hindenburg, Ueber eombinatorische Involutionen und Evolutio- 


nen, und ihren Einfluss auf die combinatorische Analytik, Archiv der reinen 
und angewandten Mathematik, 1795. I. 8. 13, 
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18) Hindenburg, Combinatorische Verfahren, zu Bestimmung der 
Werthe der continuirlichen Brüche, in und ausser der Ordnung, Ibid. S. 56. 

19) Der polynomische Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen 
Analysis, nebst einigen verwandten und andern Sätzen, neu bearbeitet und 
dargestellt, von Tetens, Klügel, Kramp, Pfaff und Hindenburg; 
nebst einem kurzen Abrisse der combinatorischen Analysis — von C.F. Hin- 
denburg, Leipzig 1796. 

20) Burckhardt, Methodus combinatorio-analytica, evolvendis fractio- 
num continuarum maxime idonea, Lipsiae 1794. 

21) Hindenburg, Comb. Verf. 8. 177. 

22). Id. Ibid: S. 162, 8.166, S. 171. . 

23) Id. Ibid. S. 178. 

24) Id. Ibid. S. 183, 

25) Grunert, Archiv der Mathematik und Physik, XIII. Theil, Litera- 
rischer Bericht, 8. 702. 

26) Hindenburg, Mehrere grosse Mathematiker sind der Erfd. comb. 
Inv. etc. S. 324. 

5. Die von Hindenburg und seiner Schule gegebenen Vor- 


schriften verschafften sich bald allgemeine Geltung; das erste grös- 


‚sere Lehrbuch, welches die gesammte Lehre von den Kettenbrüchen 


enthält, das von Eytelwein?‘), giebt auch in einer coneiseren und 
übersichtlicheren Weise als Hindenburg eine involutorische Dar- 
stellung der Näherungswerthe. Sind N, N,, Nsetc. die aufeinander- 
folgenden Näherungsbrüche des Kettenbruchs 


a 
RE 09 
&d ne 
ar. 
so kann man folgendes von Hindenburg bereits angedeutete 


Schema construiren: 

















N a N, N; N N; N; 
aa 2) au a a; NE 
Nj 3 | D 6 
@ a 03 a a5 a6 
Na | 
er “7 | a5 a 
ö & A a9 FR a5 Ag 
[04 0&o Or ar) a 
N, 0 2 A 5 6 
a& a 49 a, 0; Ag 
[04 05 a3 0; aß 
N [94 0 03 05 a6 
ar‘; a a3 ag a4 Ag 
[94 09 72 1077 Os 
& a 03 Ad 06 
& a a2 04 DR 
& 09 1,77 06 
N —— 








eines Kettenbruches dargestellt werden ?°). 

















Dieses Schema lässt sich beliebig weiter fortsetzen, „wenn ı 
neben den vertikalen Strich, den nichstfolgenden Nenner des Er- 
gänzungsbruches, und unter den wagerechten Strich, sämmtliche i im 
zweyten nächstvorgehenden Winkelhaken enthaltene Grössen, nach 
eben der Ordnung, hinschreibt, und solchen auf der rechten Seit er 
den nächstfolgenden Zähler des Ergänzungsbruches als Faktor, zu- 
setzt.“ Fi 
Auch Stern ?®) bedient sich eines ähnlichen Schema’s, um ein. 3 
independentes Gesetz herzustellen. Hat man den Kettenbruch 





ren 
a ee: bz 
z a 














| a a a2 a; la; 

a a a9 by 

a a Ib; m 

a ba ag a4 

a ba 3 bi 
b; 2.944 

b; Be: b; 

b, bs; bb b;. 





zu bilden, aus dem sich unmittelbar das Gesetz = Fortgangs er- ne 
kennen lässt; es ist z. B. der vierte Näherungswerth Dr 
a Bay tTaıyı by u + 
aubuytabyıy tab, tb 4 + bıiaab; R bubaaı 
ng + a a2 Ay + 2, b5 24 + by, a oben 





F(a,a,)= 


Die von Stern gegebene Vorschrift ist offenbar von allen, 
welche wir bis jetzt kennen gelernt haben, die einfachste und be- 
quemste; auch wird sie nicht blos als ein eleganter Kunstgriff ohne 
Anwendung hingestellt, sondern Stern benützt sie zur Bestimmung. 
der Gliederzahl jedes Aggregates, durch welches Zähler und Nenner En 


Immerhin fehlt diesen simmtlichen Methoden, abgesehen von 
der wenig zweckmässigen Bezeichnungsweise, noch ein Hauptcharak \ 
teristikum eines wirklich independenten Gesetzes. Betrachten wir. 
einen beliebigen endlichen Kettenbruch, so ergiebt schon der biors 27 
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Anblick, dass sich derselbe nach den gewöhnlichen recurrirenden 
Weisen, sowohl von vorne als von hinten, mit gleicher Bequemlich- 
keit berechnen lassen müsse, und zwar findet sich diess durch die 
Praxis bestätigt. Lejeune-Dirichlet hat in seinen Vorlesungen 
über Zahlentheorie sogar gezeigt, dass es mitunter weit bequemer sei, in 
letztrer Weise zu operiren °P). „Soll“, heisst seine Regel, „der rte Nähe- 
rungsbruch berechnet werden, so stelle zunächst die ‚Quotienten, von 
hinten nach vorn genommen, vom rten an bis zum ersten der Reihe 
nach in einer horizontalen geraden Linie von links nach rechts auf; 
bilde eine zweite horizontale Reihe darunter, in welcher «r unter 
&, und vor diesem noch die Zahl 1 zu stehen kommt, auf die Weise, 
dass jedes folgende Glied entsteht, indem man den darüber befind- 
lichen Quotienten mit dem nächst vorangehenden Gliede der zu bil- 
denden Reihe multiplieirt und zum Produkte das zweit vorangehende 
Glied dieser Reihe addirt. Alsdann ist das vorletzte Glied dieser 
Reihe der Zähler Ar und das letzte der Nenner Bı des verlangten 
Näherungsbruches.“ Während es demnach als ein sichres Kennzeichen 
eines wahrhaft unabhängigen und zweckmässigen Verfahrens er- 
scheint, die wirkliche Berechnung des aufgestellten Ausdrucks mit 
gleicher Bequemlichkeit von beiden Seiten her beginnen zu können, 
gestatten alle die vermittelst combinatorischer Involutionen gewon- 
nenen allgemeinen Ausdrücke nur .die eine Berechnungsweise. 

Die Schwierigkeit, wahrhaft independente Gesetze zu finden, 
scheint manche Schriftsteller vermocht zu haben, die Aufstellung 
solcher Ausdrücke überhaupt zu umgehen und sich lediglich mit in 
Worten ausgedrückten Regeln zu begnügen. So giebt z. B. Lieb- 
lein °!) folgende Regel, den nten Näherungsbruch r des allgemei- 
ö n 


nen Kettenbruches 


zu finden: Um pn zu erhalten, gehe man von dem Gliede a9a32;.... 
an bı aus und ersetze in diesem aAsaa3 durch b;, so erhält man 
4 : . . An bb; als zweites Glied des Ausdrucks. Nun ersetze man 
A3a; durch by, wodurch man das dritte Glied a9a5 . . . an bb 


findet. In den bereits gefundenen Gliedern ersetze man ferner a,a; 


durch b;, dann in sämmtlichen bereits gebildeten, wo es angeht, 


u 


& der des (2n + 1)ten 


| geben, die Näherungswerthe des in der Dioptrik wichtigen Gauss- 


noch aufmerksam zu machen auf die von Bartholomaei °%). Un 





















355 durch bg u. s- f., bis man zuletzt in allen Gliedern , wo 0 es an- 


seht, an_ı an mit bn vertauscht. Die Summe aller so gefundene: Re, 
Ausdrücke ist pn. Auf ähnliche Weise wird qn gebildet.“ Das Ver Er 
fahren ist, wie man sieht, ganz dasselbe wie die oben geschilderten. 
von Burckhardt und Rothe. 

Noch in neuester Zeit hat Minding °°) eine Methode Be 


schen Kettenbruches zu bestimmen. Hat man den Kettenbruch 


wo k = (w, #, u, t, u) +... ., so empfiehlt sich zur Bildung 
des Ausdrucks folgendes allgemeine Gesetz: „Unter der Voraussetzung | 
'...) alle Combinationen 
(Unionen, Amben, Ternen ete.), wobei man Alönelbe nach steigenden = 
Indices zu ordnen hat, und schiebe zwischen dieselben die Summe 
der zwischen ihnen liegenden graden Stellen (der t/, t” ...) ein. 
Die Summen der so gebildeten Glieder constituiren den Werth des 
Kettenbruchs.“ Alle Zeichen haben die bekannte, von Gauss >23 
eingeführte Bedeutung. Diese Methode ist, selbst im Wortausdruck, 

nahezu identisch mit derjenigen von Töpfer (s. o.). ey" 2 i 


Unter diesen combinatorischen Darstellungen wäre schliesslich 


Stellen derselben (also aus den u, u 


ter einer „alternirenden Combination versteht man eine solche, in 5 R: 

welchen eine Klasse — das Wort im weiteren Sinne, nämlich auch RR 

für die Klassen einer Klasse gebraucht — um die andere über- 

m | Mi 

sprungen ist.“ Ist also C die Gesammtbezeichnung für die alter- 

Test P; 

nirenden Combinationen vom rten bis tten Partialnenner, so > ergiebb 

sich der Nenner des 2nten Näherungsbruchs 
2n 2n—2 2n—4 2 

a a ee + ee Gi 





De 1 zn 2a Rn 1°. .2n8 
Ten 22 In Mans: 3 
O.+.0 +10.) +... 20 er 


Ze on 2 On SB.22n 2,202, 
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2n+1 2n—1 2n—3 3 1 

(6 + C -+ U+...+ 0 + Ü 
1.(2n+1) 1.(2n+1) 1.(2n+1) 1L.(2n+1) 1.(2n+1) 

2n 2n—2 2n—4 2 0 

Ü ur C + C+..+060 Fr 6 
2.(2n+1) 2.(2n+1) 2.(2n+1) 2.(2n+1) 2. (2n+1l) 


Es ist nicht zu leugnen, dass vermittelst dieser neu eingeführ- 





Don. 


ten Bezeichnung der allgemeine Ausdruck eine ganz elegante Form 
erhält; um so schleppender gestaltet sich die wirkliche Auswerthung 
in praktischen Fällen. 


Auch noch an einem andren Orte ®°) hat schliesslich Minding 
sein Verfahren veröffentlicht; es lässt sich °%) dahin zusammenfassen : 
„Um (w.t;u.teug...tsu,) zu bilden, formt man die Summe der 
Produkte der u zu je 1, 2, 3,.. . und multiplieirt jedes u u mit 

a 
der Summe der zwischen u und u befindlichen t, z. B wu; u, u 
A u 
mit (ti + te) ts (5 + te. + tr)“ 


Erst in neuerer Zeit hat man angefangen, einem combinatori- 


_ schen Symbol Vertrauen zu schenken, welches, nachdem sein Ge- 


brauch in kurzer Zeit von schwachen Anfängen bis zu einer ganz 
neuen analytischen Theorie sich ausgebildet hatte, für Auffindung 
independenter Gesetze sich besonders günstig zu erweisen schien — 
den Determinanten. Der grosse Vortheil, den sie darboten, bestand 
hauptsächlich darin, dass die Rechnung mit Determinanten durch- 
aus keine Schwierigkeiten verursacht und demnach eine Darstellung 
der Näherungswerthe in Determinantenform nicht nur als unver- 
mittelter Kunstgriff dasteht, sondern auch ein neues Behandlungs- 
mittel für die ganze Lehre von den Kettenbrüchen gewährt. 


27) Eytelwein, Grundlehren der höheren Analysis, Berlin 1824. 
1. Band, S. 340. 

28) Stern, Crelle’s Journal für reine und angewandte Mathematik, 
1833. 10. Band, 8. 5. 

29) Ibid, 8. 8. 

30) Emsmann, en hstische Excursionen, Halle 1872. S. 106. 

31) Lieblein, Sammlung von Aufgaben "aus der algebraischen Ana- 
lysis, Prag 1867. S. 176. 
32) Minding, Tageblatt der 44ten Versammlung deutscher Natur- 


Er forscher und Aerzte, Rostock 1871. 8. 50. 





 Kettenbrüchen durch Einführung der Determinanten zu vervollkomm- u ; 


successive bestimmen kann, wenn der Kettenbruch vorliegt; Kr 


Bestimmung für yr. Die Cotfficienten 






















35) Gauss, Dioptrische Untersuchungen, itandlungen a Gört nger 
Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 1. 1843. | = ae 
34) Bartholomaei, Grunert’s Archiv XVIII. Theil, S. 398, B., 
35) Minding, Loi de la formation des dönominateurs et des numera- a 
teurs pour la reduction des fractions continues en fractions ordinaires, Bu all. 
de St. Petersbourg, XIII. 1869. Kr 
36) Jahrbuch für die Fortschritte der Mathematik, 2. Band. Heft | 
Berlin 1872. S. 105. 


6. Die erste Idee, die Betrachtungsweise der Lehre von = 


nen, scheint dem dänischen Mathematiker Ramus °) anche # 


In dem Memoire, welches er hierüber der dänischen Akademie $ 
einreichte, heisst es (deutsch übersetzt): „Herr Professor Ramus 
theilte nachfolgende Bemerkungen mit zur Anwendung der Deter- 
minanten für Aufstellung von Regeln für convergirende (Ketten) ; 
Brüche.“ Es heisst dann weiter: „Angenommen, es wäre gegeben Bit 
der Kettenbruch % a 





f 
Jirstz b: 7 
aan: +, bs 
a9 + An a 
welcher sich kürzer durch 
Ag, el ’ 23 b3 


a). ,,00 2.08 | 
bezeichnen lässt ... . es kommt hierbei nur darauf an, eine Regel 
zu finden, für ML eine dieser zwei Reihen (Zähler und Nenner) . .. 
Bekanntlich ist yı allgemein bestimmt durch die zwei vorhergehen- 
den Glieder yr—ı und yr-2, vermittelst des bekannten Satzes: yr Zu 
ar Yr—ı + br yr-2, und ebenso zr, so dass man also die Glieder 


zugleich ergiebt sich in Folge dieser Formel, indem man nachein- 
ander r=0,1,2...n setzt, ein System von linearen Gleichun- 
gen; in Folge dessen giebt der obige Ausdruck eine allgemeinere 


al, all, al. . . ln cr 
sind bestimmt durch folgendes Schema — die horizontalen Linie en 
entsprechen dem i = 0, 1,2... n, während die vertikalen den 
Coöfficienten für die obenstehend geschriebenen yo Yu Ya - + ent- 
sprechen :* | a 
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yo yı RT RE: Yn—-3° _ Yn—2 Yn-ı Yn 
1 0 0 DR „En 0 0 0 0 
— a1 1 0 N 0 0 0 0 
ei: 1 0 0 0 0 0 
be 1 0 0 0 0 
0 0 0 DE Se 1 0 0 0 
0 0 0 ans”, 1 0 0 
0 0 0 0 2... —ban-ı —An—] 1 0 
0 0 0 Mir 0 — Dr a. 


Dieses Schema könnte offenbar mit Leichtigkeit zu einer De- 
terminante umgestaltet werden, ist jedoch an und für sich noch 
keine. Ramus stellt auch seine Determinanten nicht in der für 
die Lehre von den Kettenbrüchen nicht zu umgehenden quadrati- 
schen Form dar, sondern schreibt nach alter Weise: 


m DS {u 97 „73 —ı 
Bar 3 lat as a 
1 Fe A eo n-—j3 
An a 2 Ta aaa ad... al! 


eine Bezeichnungsweise, durch welche er sich des grössten Theiles 
der Vorzüge, welche die richtige Benützung seines glücklichen Ge- 
dankens gebracht hätte, begiebt, so dass im weitren Verlaufe seiner 
verschiednen Sätzen der Kettenbruchlehre gewidmeten Abhandlung 
der Nutzen der Determinanten durchaus nicht in das rechte Licht 
gestellt wird. 

Unabhängig von Ramus fand Heine, dass der Nenner (und 
sonach auch der Zähler) jedes Näherungsbruches in Gestalt einer 
Determinante dargestelt werden kann. 


Painvin °®) hatte gefunden, dass die Determinante eines ge- 
wissen Systems in der Form 


ho Viogı 0 0 


Vkgı hı Va 0 


0 Wk de Vkog; --- 
0 0 Vkg; h3 ++» 





DE SDEDEc 
SEHE 
DE DELDEICH 


| ho WVko-g 2 0 
...WVko-sg0-2 ho Vko-2g0-1 





lee ee 
eu fe u) 
Sn 
DEE 


0 0. Wko-ıgs 


ei ee ee 


0 
0 


0 Wke-2g0_ı ho-ı Vko-ıgo 


ho 






* 
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E ee ee, 2% 
Zr eo | 0 NZ 
) Ka - ö Me =] 6=90.1779% SER ET 
& eo FO BE 7 Eu 2: Bu 
| I: z 
PR / x soyaniqusyay sep 9uuUoN Se ' 
I 1-98 [08 40098 | % 
ER RE ee I el 0 RE 0 a AN 0 
a er red dl 97968722 8-23 F-23 is 
9 04 29 29 z 9 >: Va: 0 0 0 0 
579 977728 7 226897298 2957928 
0 9 o4 2 292-2 .9 a are 0 0 0 0 
a area Tan 125 2 
0 | 0 9 o7 A SSRE Anal BES Re) 0 
A A ER er IT ER RT BE RE EEE 7 a WERT: Be BTL, AN 
0 0 0 0. ee 0 
0 0 0 0 tr Hy „9,9 —z 894 0 
0 0 0 1 ee Ho a, d—z oy 
0 0 0 ea 0 0 004 200 —4 
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-Awterg ossımod Sungpurysg .mZ („ouro oyopom *‘swogsig sosorp IFeyosuasıy urs ‘ouugy UepIoM Yfejsedıep 
















brüchen 
A „ mehr. Eine kurze hierher gehörige Notiz findet sich auch bei 
Spottis woode®?), ohne dass jedoch irgend ein weitrer Gebrauch von 


denselben gemacht würde. Es heisst daselbst: „The improper con- 


1 d 
he} ee | N 
ng VON 
NOTE ger 
tal.Besitdeiiga a0 0 
DE WERE 02 0 
oe er 
(Henn, RN 


RIESEN, 
1 ..B%1 
Re ES OFFER 





37) De manternes OLE til at bestemme Loven for de conver- 





39) Ibid. 8. 80. 
40) Heine, Einige Eigenschaften der Lamd’schen Funktionen, ibid. 
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7. Schliesslich ist noch zu erwähnen, dass auch Möbius 43); % 
sich mit der Aufstellung eines independenten Gesetzes beschäftigte. 


Er gieng nicht von dem gewöhnlichen Kettenbruche aus, dessen 
sämmtliche Glieder positiv sind, sondern von der Form 





bj 
b» 
An ee ba 


Ua) sie eo 


welche für seine Zwecke bequemer war. Er bedient sich eines Al- 
gorithmus, ganz ähnlich dem Euler’schen. Hauptsächlich war es 
das Einschalten verschiedener Glieder in den Kettenbruch, worauf 
er sein Augenmerk richtete; ausserdem bediente er sich noch des- 
selben in einer Abhandlung optischen Inhalts, deren Bestimmung er 
selbst in folgenden Worten ausspricht: „Zum Schluss habe ich noch 
die oben gedachten Sätze von den bei jedem Gläsersystem im All- 
gemeinen angebbaren zwei Brennpunkten und Brennweiten und von 
den daraus zu berechnenden Wirkungen des Systems, sowie auch die 
Haupteigenschaften der Fernröhre auf eine neue, der Einfachheit 
dieser Sätze entsprechende, ganz elementare Weise dargethan“ #), 

43) Möbius, Beiträge zur Lehre von den Kettenbrüchen, nebst einem 
Anhange dioptrischen Inhalts, Crelle’s Journal 1828. 3. Band. S. 215. 

44) Möbius, Kurze Darstellung der Haupteigenschaften eines Systems 
von Linsengläsern, Crelle’s Journal. 1827. 2. Band. S. 113. 





Kapitel II. 


Darstellung der Zähler und Nenner jedes Nähe- 
rungsbruches in Determinanten-Form. 


8. Bekanntlich hat Scheibner %) zuerst darauf aufmerksam 
gemacht, dass der einfachste und naturgemässeste Weg, zu den Ket- 
tenbrüchen zu gelangen, durch Betrachtung gewisser recurrirender 
Gleichungen dargeboten wird. Ist eine Anzahl von Termen durch 
folgende Reihe von Gleichungen verbunden, welche eine Berechnung 
der Grössen a, b, . . . successive gestatten, | 











ebenso, wenn man allgemein hat 
pı u EEE U) + us = 0 
Pu @WwWHtu 






5 linearen Glei- 





a 


bar ale 37 7.03 
dy 5 &— u=:0 
Zoe IV 4) 

hu F iv = 0 





A et 

0. .e 1-0 ° 0 

ee ed 

VB a sc gel 

DR che. ö 
08,0 

Be 

0 d e—l 9 

0 0 f 8.1 

| 0 











Setzen wir die‘ beiden für x ee, Werthe BE... 
80 ergiebt sich uns induktorisch sofort folgender 0 
: N NH Ist pn der Zähler, qn der Nenner des. nten Nal he: 












Er DER % rungsbruches des Kettenbruchs 
5; N 2 N \ bj 
NS | B ni ba RR. 
bi 2 ag + Kusel ? ie le 
x . so ist stets, unter MN..S beliebige Zahlen ver =. 
Eu standen, 
ei | PM ARREN ST DER 
0 a9 :—1 N) 
E 0 er Be 
“ 0 0 b; Die ce 0 
ä N, 0 0..% Bi 
en 
£ ER N 0 BR Veen An 
£ An ae 0 ER RRDER |. 
bb 9 —l 04, 7 
0. al 
2° 0 0 by Re 1) 
' 0400 0 0... En. 
Er n—1 
| Den i 0 0 0 VE bn An ; 
Beweis. Derselbe ist nur für den Nenner zu führen, indem 
x derjenige für den Zühler ganz analog ist. Bekanntlich ö 
F man, um auf recurrirende Weise den Zähler und Neı T 
3 des nten Näherungsbruches zu finden, ; 
Pn = &n Pn-ı. + bn Pn—2 
An = a (An—1 + bn 4n-2 Paz 
i Der obigen Darstellungsweise entsprechend ist nun offenh 
rl FI 0 Dt 0 
ER Den LEE ER | 
Br" 0.8 1... 0 0 bs 


Yn—170 0 EBEN 0 /9Qn-20 0 u a 


Bobo nl 6, Ye wi Wa Teen e. u «707.0 


De „10° 0, 
n—2 = 
DEN. 


n—1n—1 





M « } r. "T - 
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Zerlegt man hingegen die oben für qn hypothetisch an- 


senommene Determinante 


auf bekannte Weise #9) in 


_ Unterdeterminanten, so erhält man sofort, unter A die 


supponirte Determinante des Nenners verstanden, 


u —1 0 WR .R 





0 
ba a9 —1 EDEN, 0 
0 ba 3 —1. 0 
va = ‘An 0 0 by a4 0 
0 0 0-1. '0 ätrt 
n—2 





I —1 0 ee 0 
ba ag —1 Der: 0 
0 ba a5 —1 0 
eh ba u. 00 Se 0 
0 0 0 0 —L 
n—3 
0 MU 0 b a 
n—2 n-—2 


und mit Berücksichtigung der vorigen Relationen, 


ae A m bn 4n 


Dem Comperationsgrundsatze gemäss ist nun also 


ee 

ba a9 —1ı ÜBERS. 0 

0 b; a3 ul ur, 0 
Aral 0 b, A. ÜFRE gu®. : A 

0 0 0 Wr) 

n—1 

0 0 0 0 ..bnan 





Ist somit der Satz für den (n—2)ten und (n- I)ten Nenner 
wahr, so gilt er auch für den nten, nun ist aber 


4 — a 
a3 + bo 


nn | aı 
| ba 


—u 
a9 


sonach ist die allgemeine Gültigkeit unsres Theorems erwiesen. An- 
statt der oben willkürlich angenommnen Terme M, N...-.S wer- 
den wir in der Folge gewöhnlich O0 setzen, was nach einem bekann- 
ten Satze “%) der Lehre von den Determinanten gestattet ist. 

In ähnlicher Weise findet sich die Kettenbruchentwicklung des 
Quotienten zweier Unbekannten durchgeführt bei Kötteritsch *); 
da aber dort von unendlich vielen Gleichungen die Rede ist, würden 


die Determinanten unendlich werden. 


45) Scheibner, Einige Bemerkungen über recurrirende Gleichungen, 
Günther, Darstellung der Näherungswerthe. 3 
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welche auf Kettenbrüche führen, Berichte der Leipziger Gesellschaft der 


Wissenschaften 1864. 8. 44. 
46) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, Leipzig 


1870. 8. 64. 
47) Ibid. 8. 27. 


48) Ibid. S. 9. 
49) Kötteritsch, Ueber die Auflösung eines Systems von unendlich 


vielen linearen Gleichungen, Schlömilch, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 15. 
Jahrg. S. 238. 


9. Die hier gegebne Determinante, welche wir in der Folge 
mit dem Namen „Kettenbruchdeterminante“ bezeichnen wollen, zeich- 
net sich durch ihre vielfache Verwendbarkeit aus, indem sie sich 
ohne weiteres in verschiedne Formen bringen lässt, je nach dem 
speciellen Zweck der Untersuchung. Zunächst ist klar, dass die 
Terme b; b3.... bn mit den ihnen gegenüberstehenden negativen 
Einheiten beliebig vertauscht, oder selbst negativ genommen werden 
können, wofür dann die Einheit das positive Vorzeichen erhält. So 
ist z. B. unsre Determinante, welcher wir den Namen der „Normal- 
form“ beilegen können, gleich der folgenden 


a 1 VO EEE 
—b: 3 b; 0 
0 —1 a, —by 
0.0 Ira, 


siehe 


| n—ı 


| 0 0 0... -bn dın 





| 0.0 aa et 
0 


Ferner ist klar, dass wir ihr auch die folgende Gestalt geben 
dürfen 





BMI Re 
ET EEE, 
0.0 20, SR NEU 
0’. Bat re ut 


wofern nur folgende Relationen bestehen: 
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MN = — b 
PQ = — b 
RS =—b 
YZ = — bn 


Die eleganteste Form wird unsre Kettenbruchdeterminante offen- 
bar dann annehmen, wenn wir stets die beiden-Faktoren M, N...Y,Z 
entgegengesetzt gleich werden lassen, loM=— N=%Wh... 
Y=-—Z= — ln voraussetzen. Wir erhalten alsdann den 
Nenner in der Gestalt, wie ihn Heine (s. 0.) bereits in einem spe- 
ciellen Falle dargestellt hat, nämlich in der folgenden 


Ban. 80 058.050 
WVb> a —Vb; Ö FR ae 7219| 
0) Vb; a3 —Vb; a V 
10) 0) vb, 4 0 D 
ö ö 0490 a vb 
n—1 n 
0 0 0 VER CA a 
n n 


Diese Determinante ist besonders deshalb wichtig, weil sie eine 

sogenannte „gauche symmetrique“ ist, bei welcher allgemein 

a a 
ist 50%). Wir wollen im Folgenden statt dieses wenig bezeichnenden 
Namens für diese Determinanten mit Bun ar 5I) uns des Aus- 
drucks: „symmetrale Determinanten“ bedienen. 

Diese Determinante lässt sich mit Leichtigkeit auch in eine 
solche verwandeln, deren Diagonalglieder, ohne dass sie darum auf- 
hört, eine symmetrale zu sein, sämmtlich unter sich gleich sind. Es 
bedarf hiezu nur des Satzes 5), dass man in jedem Kettenbruche, 
ohne seinen Werth zu ändern, einen beliebigen Theilzähler, den 
darauf folgenden Theilnenner und den wiederum auf diesen fol- 
genden Theilzähler mit einem und demselben beliebigen Aus- 
druck multiplieiren oder dividiren darf. Dieser Satz ist auch auf 
gewöhnlichem Wege leicht zu beweisen; jedoch ist es als ein wesent- 
licher Nachtheil zu bezeichnen, dass man, wie Stern ®) ausdrück- 
lich hervorhebt, den Beweis für endliche und unendliche Ketten- 
brüche getrennt führen muss; hat man jedoch den Kettenbruch als 

3 * 
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Quotienten zweier endlicher oder unendlicher Determinanten ausge- 


drückt, und soll vom rten Theilzähler ab die genannte Operation 


vorgenommen werden, so gebe man diesem (Quotienten folgende 


Form (B), wo P jede Zahl (ausgenommen 0) sein kann 








b —1 0 0x 0 | 
0 a0 —1 0 0 r 
0 0 b PP 
r—1 r—1r 
0 0 —]l a 
ä 
0 0 0 0 D.23 
N 
a, —1 0 0 Ö| 
b» a 1 0 0 
0 0 b a. u 
r—1 rT-1 r 
0 0 0 —1 a 
r 
0) 0 0 0 Dec 
n n 








und da bekanntlich eine Determinante dadurch mit einer Zahl mul- 


tiplicirt wird, dass man eine ihrer horizontalen oder vertikalen Reihen 


mit der Zahl multiplieirt ®), so kann man den vorigen Quotienten 
auch folgendermassen schreiben: 


b; 
0 








nn 0 
day —] Ö t 10) 
"Ohm 
r—] r-1l1 r 
10) 6) —1 Ar 
ae He 
BRETTEN 0. H 
a9 —|] 0) ar 
"OPp Span Wpp \ 
sit 
6) Ü — Ar 
Osche re 
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Aus I. und I. ergiebt sich aber unmittelbar folgende Re- 








latıon : 
b 
b; el, 
—— b» Br a + Be 
A ae N 
Be...+ = b in 
ar—ı1Tt er AB bn Par_ı+ 
En Ar 
An 


einerlei, ob n endlich ist oder nicht. 

Mit Hülfe dieses Satzes ist es nun leicht, eine Determinante 
der geforderten Art herzustellen. Denn wir sehen sofort, dass, wenn 
wir z. B. den Kettenbruch 





bi b 
a < ba br 
an 


in einen andren verwandeln ‘wollen, dessen sämmtliche Theilnenner 

















alle = P sind, so ergiebt uns eine einfache successive Division, dass 
dieser Kettenbruch dem folgenden 
D 
bi-—- 2 
a er 9 
P+ 2 b; E p2 
1 ec Sa re Me ah aa 
ER 


gleich ist. Schreiben wir aber diesen Kettenbruch als Quotienten 
zweier symmetralen Determinanten, so erhalten wir 
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Diese Determinanten haben nun offenbar alle Eigenschaften 
einer symmetralen Form. 


50) Baltzer, S. 57. 

5l) Studnicka, Einleitung in die Theorie der Determinanten, Prag 
1871. 8. 47. 

52) Stern, 8. 14. 

53) Ibid. S. 155. 

54) Baltzer, 8. 13. 


10. Sehr leicht ist es, von den hier aufgestellten Formen auf die- 
jenigen überzugehen, welche mitunter in der Praxis vorkommen. Um 
z. B. für den Kettenbruch 


a0 be b 
a ie 
a, 6 EURER, - An 
den independenten Ausdruck aufzustellen, hat man nur zu der Form 
A (Normalform) den Term a, zu addiren, der Nenner bleibt folglich 
ungeändert, während der Zähler der Summe 





b, a 0 ee (N 4A ag 0 0 0 
0 a) —t 0 Ö b» h En —1 0 0 
0 b3 Ag —1 Ö 0 bz3 a3 —1 0 
ae a. 0 ORT 0 
0 0 0 0..bn an 0 0 0 0437; bn An 








gleich ist. Da diese beiden Determinanten mit Ausnahme der ersten 
Colonne (Vertikalreihe) ganz identisch sind, so kann man sie sofort 
summiren °°); als Summe erhält man 


ta 0,02. .0 
b) 010 ö 
0 bz a3 —1 10) 
0 Ö b; a4 Ö 
SEE TE N : bn An 


Diese Determinante vom nten Grad lässt sich leicht in eine 
solche vom (n + 1)ten verwandeln. Bezeichnet man nämlich die 
beiden in der obigen Determinante durch Winkelhaken abgetrennten 
Determinanten durch M und m, so hat man, wenn R die Determi- 
nante selbst bedeutet, 
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| R=(b + u)M+o bb m 
Betrachten wir hingegen die Determinante (n + 1)ten Grades 


a9 —I Ö 0 ) 
b, a! 9) ei 
0) b3 ne I 0. ..0 Ze 
0 0) ba sg —L -, mo 
0 0) 9) bı 8% - or: u- Cu 








0) ) 0 9) 0 RE 
so ergiebt sich durch Jerle gung in Unterdeterminanten sofort eben- 
falls 

A=b ta) M+ 0b m 
und hieraus 

Na: 

Derjenige Kettenbruch, dessen sämmtliche Theilzähler negative 
Zahlen sind, lässt sich stets als Quotient zweier symmetrischer De- 
terminanten darstellen, für welche 











I — As 

st. Man hat 
b; Re 0 RER 
0) a2 WVb; 0 10) | 
0 Wa VW 0 | 
0 0 vb "al 0 

ER o 1929 ARE, Vbn An 

De b; ee = i- 

Vera se bn m 

Jan. 0 are Ve 0770 





0 0.00... A 
Bekanntlich lässt sich jede symmetrale Determinante auch in 
einer nach ab- oder aufsteigenden Potenzen des Diagonalgliedes fort- 
laufenden Reihe darstellen ®%). Gehen wir also ‘von der Form E) 
aus, so erhalten wir den nten Näherungsbruch des Kettenbruchs‘ 
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folgendermassen als Quotienten zweier Polynome dargestellt: 


Pr 1 Ppn2 SDyisk PPSD,,.+ 
Pn + pa 2 34, + Pn4134, + 





wobei sowohl Dm als /m symmetrale Determinanten mit leerer 
Diagonale sind. Jede derartige Determinante ist aber stets ein voll- 
ständiges Quadrat 57), so dass also die Coöfficienten von Pt Summen 
von Quadraten vorstellen. Nimmt man P = 1 an, so bekommt der 
‚nte Näherungsbruch folgende einfachere Gestalt: 


IH 9 +MQ+ 
1+ 232g +#2bga +. 
Auch die andre (negative) Form der Kettenbrüche lässt sich 
derart in entwickelter Gestalt geben, indem auch für die symmetri- 
schen Determinanten ähnliche Formeln existiren. 





Diese entwickelten Darstellungen der Näherungsbrüche dürften 
bei Convergenzuntersuchungen nützlich sein, indem bekanntlich jeder 
Kettenbruch sich in eine Reihe entwickeln lässt, ın der ausschliess- 
lich die Nenner der aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche vorkom- 
men, eine explizite Darstellung derselben aber nicht möglich schien. 

55) Baltzer, S. 15. 

56) Ibid. S. 62. 

57) Ibid. 8. 57. 

11. Ganz ähnlich, wie die absteigenden Kettenbrüche lassen 
sich auch die aufsteigenden behandeln. Betrachtet man den auf- 
steigenden Kettenbruch 


84% 

27 rl 

a 
und sucht man recurrirend seine Näherungswerthe zu bestimmen, 
so findet sich 
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PN 

gı ‚a 

pr 2 ar 
rl ab 

Das Det ae 
q3 3 abc 


Die Nenner schreiten somit nach einem ganz einfachen Gesetz 
fort. Um den Zähler des nächsten Näherungsbruches zu erhalten, 
muss man den des vorhergehenden mit dem folgenden Theilnenner 
multipliciren und zu diesem Produkt den folgenden Theilzähler ad- 
diren. Hiernach lassen sich die Zähler der hier aufgestellten Nähe- 
rungsbrüche leicht folgendermassen in Determinantenform schreiben: 





a1 
ei‘ 
a4 us 
ß b,—1 
Y 0 c 
woraus wir uns sofort zu abstrahiren vermögen folgenden 
Lehrsatz. Der Zähler des nten Näherungsbruches des oben 
aufgestellten Kettenbruches ist gleich der Determinante 





a —l 0) 0) 0 
ß b —l 0 0) 
Y 0 ce —1 0) 
Ö 0 d 0 
h 0 0 DE SOC ERNaBER 





Beweis. Ist der Satz wahr bis zur Determinante vom 
(n — 1)ten Grad, so ist er es auch für die vom nten 
Grad. Zerlegt man in Unterdeterminanten, so ergiebt 
sich die obige Determinante, welche wir mit /\ bezeich- 
nen wollen, gleich folgender algebraischer Summe: 


a—1 U rn) —1 0 0 0, 

a a as Hr, b —1 OS OB 
| — 

Va) er a: ae e LEDER % 

a u rn. N, a. 

ER 00 er h 0 20 2 Os 
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Hier ist das Pluszeichen zu nehmen, wenn n ungerade, 
hingegen das Minuszeichen, wenn n gerade ist. Die 
zweite Determinante hat offenbar 5°) den Werth ( 1)"-1, 
Ist nun n gerade, so ist n—1 ungerade, somit hat die 
_ mit dem negativen Vorzeichen versehene Determinante 

den Werth + 1; ist n ungerade, so ist n — 1 gerade, 
und demnach ist jetzt die Determinante wiederum positiv. 
Wir haben folglich, wenn pn den Zähler des nten Nähe- 
bruches bedeutet, 

AZ ZPf-ı + © 
Wie wir oben sahen, ist jedoch auch stets 

Pn = zp-ı + ® 


und also durch Comparation 


7 ISZRpn . 
Zur Controle unsres Satzes mag folgendes dienen: Ist a = b 
ei 7 7..,2 il, sorist, wie man sofort sieht, 


PpP=a+ß+Yr+t...+ro. 
Nun besagt aber ein bekannter Satz der Lehre von den De- 
terminanten 5°), dass die Determinante 


Bra aa 3, 0 
I —by ba 10) EU 
a9 0) = b, b; ER Ere) 

0) 


n—1 n—2n 
a (0) —b 
n n—1 


stets dem Ausdrucke 
(N &btab tab +...+ ba) bi br... ba-ı 

gleich sei.- Wenden wir diess auf unsren Fall an, so ist bb =b 
zb=...zb= —1..(-— DM ist positiv, je nachdem. .n 
gerade oder ungerade ist. Im erstren Falle enthält das Produkt 
bi ba... bn-ı eine ungerade Anzahl von Faktoren, deren jeder 
= — 1 ist, ist also selbst negativ, ebenso aber auch das Vorzeichen 
der Klammer, das Ganze somit positiv. Im anderen Falle ist 
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bi be... bu--ı positiv, hingegen das Vorzeichen der Klammer BT \ .. 

(—1)" negativ, also wiederum das Ganze positiv, wie zuvor. Man 

hat demnach Er 
pizza +7 EI FEB 


wie zu erwarten stand. 














Es ist von Interesse, einen aufsteigenden Kettenbruch inenen 
absteigenden zu verwandeln. Setzt man zu diesem Ende 








so findet man leicht ®) 
— aß y:» ER b& + ß. 


x3., —.baxy3 scharf 


xX9 


Das aus diesen Anfangsgliedern sich ergebende Gesetz scheint En 
bisher nur auf dem Wege der gewöhnlichen Induktion verallgemei>- 
nert, jedoch noch nicht mit Hülfe des vollständigen Schlusses von | 
n aufn + 1 erwiesen zu sein. In der That bieten sich hier auch 
dem gewöhnlichen Verfahren einige Schwierigkeiten dar, welche 
jedoch mit Hülfe unsrer Darstellungsweise sich leicht Ders 2 
lassen. 

Lehrsatz. Es ist allgemein 
e 1 50 20. 2 r0 a 0 0 
Be ee 0 .be+ß.—1 
a IR a BR N 0 —bey u 

0.x]—1 0 0 Deröges)! —_upx 3047 


‚vokg B 


0 — r a 
w DI ER y—1 0 0 0 —xoY yx+ AL, 





Zu en 
3 ER ER OT RER) 0 07. 0. ee 


‘Beweis. Da wir einen Induktionsbeweis zu geben 2 | 
sichtigen, so nehmen wir an, dass die Waltrhait ‚folgen- ie 
der Relationen bereits dargethan sei: e Br 

1) epy GM = N, 
2) oßr ...ogMa = N; Ze 
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indem wir unter M,, Ms; N;, N» resp. diejenigen Unter- 
determinanten der beiden obigen Determinanten ver- 
stehen, welche bereits durch Winkelhaken abgegrenzt 
erscheinen. Zerlegen wir hierauf M, in Unterdetermi- 
nanten, so erhalten wir: 





a —1 BB. = 0 
ß ee: 1.0 
Y 0 EN 
Mm Me ty 
v4 0 el 
(2) 0 Mid WARE 





In dieser Gleichung substituiren wir für M, und M3; ihre 
aus den obigen Gleichungen 1) und 2) hervorgehenden 
Werthe, nämlich 


N 
M aeg 
2 ERRSONIDY 

Mi N; 
aßy . p 

und erhalten so 
N; yN> 
BRYAN 0. DX EDYSE 2 y 


Multiplieiren wir diese Gleichung mit ®, so ergiebt sich 


N; — YXoN: = ar . .. pXVo 
hiezu addiren wir Gleichung 1), welche wir in folgender 
Form schreiben : 
zyN, = zaßy... , pXxuM; 
und erhalten demgemäss 
3) (zw + @)N; —yxXwN: — zaßy .... pxwMı 
FF PERNER HN US: | 
Betrachten wir nun die oben rechts stehende Determi- 
nante, so ergiebt deren Zerlegung in Unterdeteriminanten 
sofort 
4) (zw + w@)N, — yxX@Ng 
und ebenso die Zerlegung der linksstehenden 
zM, + ® 
und multiplieirt mit @ßy ... pyw 
5) zaßy ... pxyM, + aßr ... pyyıvw 
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Die in 4) und 5) stehenden Ausdrücke sind aber nach Glei- 
chung 3) einander gleich; hiemit ist der Beweis unsres Satzes ge- 
liefert. 


Vermittelst eines ähnlichen Verfahrens lässt sich zeigen, dass 





8 a. 0 s i 0 
—aß ba+tß —i : : 0 
0 —b ; i 
aßyY...XW.abo...yz— EREN : 
0 0 0 —uoX zoty —1 0 
0 0 0, -- zeig Fee 
0 0 01. 2 ee 


Bei der Division hebt sich der gemeinschaftliche Faktor «ßy... xy 
auf, und es ergiebt sich allgemein 








zy+@ 
Man sieht, dass das Gesetz, nach welchem sowohl die Theil- 
zähler als die Theilnenner eines absteigenden Kettenbruches fortlau- 
fen, welcher einem absteigenden gleich ist, ein sehr einfaches ist. 
Wäre es möglich, ebenso einen beliebigen absteigenden Kettenbruch 
in einen aufsteigenden zu verwandeln, dessen Näherungsbrüche sich 
leicht independent darstellen liessen, so wäre damit viel gewonnen, 
indem dänn das allgemeine Glied der Reihe, in welche sich ein auf- 
steigender Kettenbruch leicht verwandeln lässt, sofort angebbar und 
somit die Untersuchung der Convergenz eines Kettenbruches unge- 
mein erleichtert wäre. Diess ist jedoch nicht möglich, wir müssen 
uns begnügen, die Verwandlung eines absteigenden Kettenbruches 
in einen aufsteigenden folgendermassen darzustellen °'): 








58) Baltzer, S. 11. 

59) Ibid. 8. 17. 

60) Lembkes, Theoria fraetionum continuarum ascendentium, Mona- 
sterii 1870. 8. 7. 

61) Ibid. 8. 25. 
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12. Es soll nunmehr noch im Folgenden an einem prägnan- 
ten Beispiel der Nutzen unsrer Darstellungsweise gezeigt werden, 
indem wir dieselbe dazu anwenden, die Summe der Glieder zu be- 
stimmen, welche den nten Theilzähler oder Theilnenner eines belie- 
bigen Näherungsbruches des Kettenbruches 

Bee 4b, 

Pa er. 
ausmachen. Stern hat gezeigt, dass diese Anzahl sich auf doppelte 
Weise independent angeben lässt, das einemal durch eine Reihe, das 
andremal durch einen geschlossnen Ausdruck %). Während jedoch 
der erstre Ausdruck auf combinatorischem Wege ermittelt wird, 
sind zur Gewinnung des andren etwas fremdartige Betrachtungen 
aus der Theorie der recurrirenden Reihen herübergenommen worden, 
und es erscheint desshalb eine unmittelbare Auflösung dieses Problems 
nicht ohne Interesse. 

Betrachtet man die den nten Theilnenner ausdrückende De- 


terminante 
a —— 1 = R A 0 
b» a9 ‚ F a 0 
0) ab a —l 
n—1i n—1 
0 0 b a 
n n 


so ergiebt sich sofort, dass die Anzahl der diese, Determinante bil- 
denden Ausdrücke gleich ist der Summe derjenigen Ausdrücke, welche 
resp. die Determinante vom (n—1)ten und (n—2)ten Grade bilden. 
Bezeichnen wir also die Gliederanzahl des kten Näherungsnenners 
mit Bi besteht folgendes System von Gleichungen 


Pn =Z n-ı + Pn-2 
Pn—ı1 = Pn—2 + Pn-3 
Pn—2 = Pn-3 + Pn-4 


91 =93 + 9 
9 =Yp + 9ı 


Dieses System trinomischer Gleichungen ist vollständig analog 
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dem von Scheibner (s. o. 8.) zuerst betrachteten; nur dass hier 
resp. yg = rzesmm... List. Wenden wir die dort angegebne 
Kettenbruchentwickelung auf den uns vorliegenden Fall an, so er- 
giebt sich uns 


Ze E 
er Fr 


und wir finden sonach die gesuchte Grösse @n , wenn wir den nten 
Näherungsnenner dieses Kettenbruches independent bestimmen. 


Wir betrachten zu diesem Zwecke den allgemeinen Ketten- 
bruch 
b 


3: 


je b 
RAT» 25 Be 


a 

Denken wir uns zunächst diesen Kettenbruch unendlich fort- 
laufend, so ist bekanntlich sein Werth leicht zu bestimmen; es ist 
nämlich, wenn wir 


setzen, 
b —uxsla: + x) 
©) 
R Tu RE u 
a7 x 
und somit 


b VEr h 
ER — ee 
BE ae 4 2 


Suchen wir nunmehr den nten Näherungswerth dieses Ketten- 
bruches, so haben wir, da wir von einem unendlichen Kettenbruche 
offenbar einen beliebigen endlichen Theil ohne Weiteres abtrennen 


dürfen, 


b a2 a 


Are u £ 
b Sr: +bz 

Be 1 AB 5 | 4 2 

SH Au a |d. nie + / 94% 


Schreiben wir hierauf den links stehenden Kettenbruch in De 


verminantenform, so erhalten wir folgende Bestimmungsgleichung 


























a—1l ; 0 a —-1 .o 
b 0 b 'b..20N a? 
Be aan, (V &+- 2 
Be ee rec ae Or han 
d. (n—1)te Id. (n—2)te 
ee) BEI RRET ; 
RE Rn ae. 
EURER, 23, + 4 
ER | ut 
"la. nte a 3 Id. (n—1)te 


indem wir nach einem bekannten Satze 63) 


WE 0 


0 
ee Wut we 0 
a? a 
9) Dr Np% var / G+-3 
in zwei Summanden zerlegt haben. Betrachten wir nunmehr die 
Determinante 





Bel ..2...0 
| NE LU | 


0 0222 DB 
so können wir dieselbe sofort als symmetrale Determinante in der 
Form 


0 OREBRA/HRE 
darstellen, und diese lässt sich (s. o. 11.) wieder sofort als Reihe 
schreiben ; wir erhalten als ihren Werth 
gran) 
3° - n ar7ib Br Serge 1 .BV-P.4,. 
Diese Reihe geht für a = b = 1 in den von Stern ange- 
gebnen. Ausdruck für Yn über. 
Wir wollen jedoch mit Hülfe dieses Reihenausdruckes unsere 


oben aufgestellte Relation vervollkommnen. Der Umstand, dass alle 
Günther, Darstellung der Näherungswerthe. 4 
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ungeraden Potenzen von a sowohl wie von b fehlen, legt sofort die 
Nothwendigkeit dar, dass diese Reihe auch als Differenz zweier Aus- 
drücke in folgender Gestalt 


(kı + kit? — (ki kr? 
ka 





dargestellt werden könne. 

Es hebt sich nämlich hier die (n + 2)te Potenz weg, die 
(n + 1)te Potenz von ka geht durch Division mit ka in die (n)te 
über und wir sehen so, dass, unter kk, und ka zwei vorläufig noch 
ganz unbestimmte Funktionen von a und b verstanden, dieser Aus- 
druck für unsre Reihe substituirt werden kann. Demnach ist der 


nte Näherungsbruch gleich folgendem Ausdruck 
(+ kr lkı kt 


(k + kint? — (ki — kt? 


oder wenn wir mit (k), + ks)"t2 in Zähler und Nenner dividiren, 





ee: IB TEN 
Kkı 7 9 pe (; En 2 
kı + ky- 
Setzen wir nunmehr gr e- — Wa,b, wo W ebenfalls eine noch 


unbestimmte Funktion von a und b bedeutet, so haben wir die Re- 
lationen 


N - Bee 
Pk) ee a re 


1 ' ES 
ne 


und unsre Bestimmungsgleichung geht somit in die folgende über 


b RRLE: + (VER )e- —ya,1) 

V: + — nn 
ur 2,2 n+2 2 a! n+I 
(— Yan) + ld BEST Sau) 


Nun ist, wie sich aus der für den Nenner allge Io u Deter- 








minante von selbst a 


n+1 n 
(kam a, ;w) ad. Wa, b) ob all Ws, b) 
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Setzt man für (1— 3 Mn den Werth ein, so erhält man 
eine neue Bedingungsgleichung. Diese Gleichung gilt nun für jeden 


Werth von n, also auch fürn — = 1; führt man diese Substitution 
durch, so lässt sich im Zähler und SS mit 
ji we Va, b 


heben, und wir bekommen schliesslich 
En @+V +) b (14a, BERG: a - +0-4) 
a 
1 Ir Far er; 
la v? + »)a+n. p) + b 


Berechnet man hieraus vn 80 folgt 


& a2 FE 
Zr Van 























Dein 
a 2 
2tVgr+b 
und es ist somit 

a—1...0 
„P Br; AB H 
| & 2 a 2 
Be... - 34/8 Be a2 
0 0..b.alld.(n- Ite 5 A 5 en 
me a Sina rn en 
a A A, ns n+2 e: 22 n+ 
BR. +) a Tee 


0 0..b alld. nte 


Um den Werth des Zählers, resp. Nenners selbst zu finden, 
müssen wir noch mit 


2 
pen ER, 
2 a 


dividiren, und wir erhalten so, indem wra = b=1 


Be) (Tan 
ev AL 
2 N 


v5 


setzen, 


PR 


Anmerkung. Für b=1 hat den oben stehenden Ausdruck 


(a) pm _ Bier 
am + (2m—1), am 2 (2m 2) 


(a) Ym 


Clausen ®!) durch Auflösung einer Funktionalgleichung, 
Ramus (s. o. 6.) durch Integration einer endlichen Dif- 
ferenzengleichung gefunden. Die hier durchgeführte Ab- 
leitung scheint am natürlichsten aus der independenten 
Bezeichnung der Näherungswerthe hervorzugehen. In- 
teressant ist es auch, die oben nach Bartholomaei 
angegebene combinatorische Darstellung mit derjenigen 
zu vergleichen, welche Kinkelin dem von uns im Vor- 
stehenden betrachteten Ausdruck gegeben hat ©). Es 
ist nach ihm 


a®m—1 + (2m—2), am-3 + (2m—3), am-5 +... 








62) Stern, Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung, Berlin 


1834. 8.8 8. 10. 
63) Baltzer, S. 14. 
64) Clausen, die Funktion u Br BI 1 durch die Anzahl 
a = . 
AN Eos, 


der a ausgedrückt, Crelle’s Journal. 3. Band. 8. 87. 


65) Kinkelin, Ueber die Ausziehung von Wurzeln aus Zahlen, Gru- 
nert’s Archiv. 26. Theil. S. 386. 
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Zusätze zu Kapitel 1. 


Zu $. 2. Es könnte scheinen, als ob die in diesem Paragraph 
aufgestellte Behauptung, Euler’s Algorithmus habe sich keinen all- 
gemeineren Eingang verschafft, irrig sei, indem die Euler’schen 
Symbole häufig angetroffen werden. Allein es zeigt sich, dass ent- 
weder dieselben nur zur Ableitung einiger Sätze gebraucht werden, 
deren Beweis Euler selbst bereits gegeben hat, oder dass diese 
Symbole lediglich zur abkürzenden Bezeichnung benutzt werden. 
Das erstre findet man bei dioptrischen Untersuchungen, so in 
der physiologischen Optik von Fick %). Auch bei Gauss treffen 
wir auf die Euler’sche Klammer - Bezeichnung 6%). Es heisst da- 
selbst: „Si quantitates A, B, CO, D, Eeete. ita ab his a, ß, 7, Öd 
pendent, ut habeatur 


AZza,B=fA+1,0C=yB+AD=dC+BE=:.D+Cete. 
brevitatis gratia ita eas designamus, 
A=[al B=[e, fl, C = [e, 8, rl, D= [e, ß, 7, 0] ete.“ 
Es ist nun gegeben die unbestimmte Gleichung 1. Grades 
ax bDyVebsE, 
man bildet aus ihr durch gewöhnliche Division die Gleichungen 
reed td cs wid te ....m— mt 1 
„Erit itaque 


a In, RE PP eln ey P] 
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Tum fiat 

= lu...nBıy=lu...nß ol 
eritque ax — by + 1, quando numerorum &, ß,Y... 4, mul- 
titudo est par, aut ax = by — 1, quando est impar.“ Die Worte 


„brevitatis gratia“ charakterisiren auf’s Deutlichste die Ansichten 
von Gauss über diese Darstellungsweise. 

Ohne, wie es scheint, von Euler’s Arbeit Kenntniss zu haben, 
lieferte Clausen zu zwei im Vorstehenden enthaltenen Sätzen über 
die Kettenbrüche die Beweise 6%). Es sind die folgenden: hat man 
die Kettenbrüche 


so ıst 


Pn 9-1 — Pr m =—E1 


und 
[82:2 a RSS FR 


Der Beweis dieses letztren Satzes findet sich bei Euler (s. o. 2) 
kürzer erledigt. 


Zu $. 4 Hindenburg kommt noch bei einer andren Ge- 
legenheit °°) auf seine involutorische Darstellung der Kettenbrüche 
zurück. Tetens “) hatte nämlich bei Gelegenheit der independen- 
ten Darstellung der Polynomialcoöfficienten der Combinatorik den 
Vorwurf gemacht, sie sei, wenn man gewisse analytische Substitu- 
tionen anwende, vollständig entbehrlich — ein Vorwurf, der frei- 
lich als ziemlich grundlos erscheinen muss, wenn man bemerkt, 
dass auch Tetens mit Symbolen operirt, deren Mechanismus weni- 
ger ausgebildet ist, als die von Hindenburg in ein festes 
System gebrachten combinatorischen Regeln. Hindenburg zeigt 
nun, dass seine Methode „bei Transformationen, Substitutionen und 
Interpolationen“ von grösstem Vortheil sei, er beruft sich auf Cra- 
mer und Bezout, bei welchen allerdings die combinatorischen 
Symbole bereits in die ungleich vollkommeneren Determinanten über- 
gehen, und fährt dann fort: „Ich berufe mich hier auf Dan. Ber-. 
nouilli’s Behandlung der Werthe für continuirliche Brüche, wo 
man deutlich übersieht, dass, nach Anbringung des von ihm soge- 
nannten compendii praestantissimi, die Analysis aus ihren bis dahin 
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bekannten Mitteln, zu weiterer Abkürzung, zu allgemeinerer Dar- 
stellung, zu deutlicher Vorlegung des Bildungs- und Fortgangsge- 
setzes, nichts weiter hinzuzusetzen vermag, und dass man diese Vor- 
theile zusammen und auf einmal erhält, sobald man die hier vor- 
kommenden Combinationscomplexionen involutorisch ordnet und zu- 
sammensetzt.. Die Sache verdient noch etwas genauer erwogen 
zu werden. 


Folgendes Schema 








0727276” 810 das man sehr leicht aus dem An- 
o2a6 9 fange 
0247 mw 8 210 
mr 8 - 10 9 
ano —B combinatorisch entwickelt, stellt von 
| den continuirlichen Brüchen 
2157618 -10 Be 1 
me 11999 Tre ed 
0 137 One oder 
46.83.7710: 
1469 1 
N BEP: 2 +3 
ı GERFERT, 4 etc. bis 10 
6 5..0 


den 5 Werth (v 5) vor.“ Es wird dann weiter gesagt, dass dieses 
involutorische Gesetz bereits in Euler’s Algorithmus verborgen 
liege und mit einem Rückblick anf die Geschichte der combinatori- 
schen Analysis heisst es schliesslich: „Auf solche Formen nun sind 
Leibnitz, Jac. Bernoulli, de Moivre, Cramer, Bosco- 
wich, Bezout, Castillon und andere, von Zeit zu Zeit ver- 
fallen, und haben die Wirksamkeit ihrer Formeln mit Bewunderung 
gerühmt und anempfohlen.“ 


Zu $S. 5. Eine der Lieblein’schen ähnliche Regel findet sich 
auch angegeben von Weiss ‘!), Es wird zum Zwecke optischer 
Untersuchungen der Zusammenhang der Kettenbrüche mit einem 
System trinomischer linearer Gleichnngen nachgewiesen und dann 
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die independente Bildung der Näherungswerthe eines so entstandenen 
Kettenbruches gelehrt. | 


66) A. Fick, Die medizinische Physik, Braunschweig 1858. 8. 245. 

67) Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, Lipsiae 1801. S. 17. 

68) Clausen, Demonstratio duarum celeberrimi Gaussii propositionum, 
Crelle’s Journal, 3. Band. S. 311. 

69) Sammlung combinatoriseh-analytischer Abhandluugen, herausgege- 
ben von Carl Friedrich Hindenburg, Leipzig 1796. 1. Sammlung. S. 275. 

70) Ibid, S. 4. 

71) Weiss, Elemente der analytischen Dioptrik, Nürnberg 1856. $. 1. 
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Verbesserungen. 


$S. 8.2.8 v. u. ist nach Singularis einzuschalten: in solvendo problemate 
Pelliano. 

S, 21. Z. 9 v. o. ist nach fractionum einzuschalten: valoribus. 

8.32 2.9 v.ustattal,a,. 


S. 51 u. 52 ist bei sämmtlichen Exponenten statt (n+ 2) und (n+ 1) resp. 
(n +1) und n zu lesen. 








NOTICE: Return or renew all Library Materials! The Minimum Fee for 
each Lost Book is $50.00. 


The person charging this material is responsible for 
its return to the library from which it was withdrawn 
on or before the Latest Date stamped below. 


Theft, mutilation, and underlining of books are reasons for discipli- 
nary action and may result in dismissal from the University. 
To renew call Telephone Center, 333-8400 


UNIVERSITY OF ILLINOIS LIBRARY AT URBANA-CHAMPAIGN 


FEB 521 1908 


L161—0-1096 


zit 











I 

















RAN SAREÄN TERN EN, 1 


0” 





m 






UNIVERSITY OF ILLINOIS-URBANA 


Ill 


3 0112 018272481 


















